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單元 5: 函數
(課本 x1.4)

一. 函數 (Function)

函數乃一種描述自變數 (independent variable) 與應

變數 (dependent variable) 間的關係, 且滿足每一自

變數僅對應到 (被指派到) 一個應變數的值, 如圖示.

二. 定義域 (Domain)

使得函數有定義的所有自變數的值所形成的集合, 稱為此

函數的定義域.

三. 值域 (Range)

應變數所產生的所有值的集合, 稱為此函數的值域.

例如, (a) 方程式

x+ y = 1

相當於

y = 1� x
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故, 可視為 x 為自變數, y 為應變數的函數, 且

定義域 = (�1;1)

以及

值域 = (�1;1)

(b) 方程式

y =
p
x� 1

可視為自變數為 x, 應變數為 y 的函數, 且

定義域 = [1;1)

以及

值域 = [0;1)

(c) 數學式

y =

(
1� x; x < 1p
x� 1; x � 1

可視為自變數為 x, 應變數為 y 的複合函數

(compound function), 因為應變數乃由二個 (或多

個) 公式所形成. 由應變數 y 的形成方式, 得

定義域 = (�1;1)
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再根據應變數 y 的公式, 當

x < 1

時,

y = 1� x > 0

以及當

x � 1

時,

y =
p
x� 1 � 0

得

值域 = [0;1)

(d) 方程式

x+ y2 = 1

的圖形如下. 由

x = 0

得

y = 1 或 � 1

乃兩個不同的 y 值, 故不符合函數的定義, 而無法將 y

表示成 x 的函數. 或由鉛垂線檢定法 (vertical line
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test): 圖形可將 y 表成 x 的函數若且為若每一鉛垂線

最多與圖形有一個交點, 知

x+ y2 = 1

不會是一個 x 的函數.

四. 一對一函數 (One-to-One Function)

每一應變數的值僅由一個自變數的值所產生, (亦即, 不同

自變數的值對應到不同的應變數的值) 的函數, 稱為一對

一函數.

例如, 函數

y = 1+ x2

不是一對一函數, 因為

y = 2

可由

x = �1 與 1

得到, 如圖示. 或由水平線檢定法 (horizontal line

test): 函數是一對一若且為若每一水平線最多與圖形有

一個交點, 知

y = 1+ x2

4 中大數學系于振華



暑修微積分(管院, 98年第一期) 單元 5: 函數

不是一對一函數, 如圖示.

五. 函數表示法

舉例說明, 數學式

f(x) =
5� x

3

表示 x 為自變數, f(x) 為應變數的值, 如

f(2) =
5� 2

3
= 1

例 1. 令

f(x) = x2 � 4x+7

試求

f(x+�x)� f(x)

�x

稱作差商 (di�erence quotient).

<解> 首先, 根據函數的表示法,

f(x+�x) = (x+�x)2 � 4(x+�x) + 7

= x2+2x�x+ (�x)2

�4x� 4�x+7
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故

f(x+�x)� f(x)

�x
=

2x�x+ (�x)2 � 4�x

�x
= 2x+�x� 4

六. 函數的組合

舉例說明, 令

f(x) = 2x� 3

且

g(x) = x2+1

則

(i) 加法:

(f + g)(x)
def
= f(x) + g(x)

= x2+2x� 2

(ii) 減法:

(f � g)(x)
def
= f(x)� g(x)

= �x2+2x� 4
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(iii) 乘法:

(fg)(x)
def
= f(x)g(x)

= 2x3+2x� 3x2 � 3

= 2x3 � 3x2+2x� 3

(iv) 除法:  
f

g

!
(x)

def
=

f(x)

g(x)

=
2x� 3

x2+1

(v) 合成: 合成函數

(f � g)(x) def
= f(g(x))

= f(x2+1)

= 2(x2+1)� 3

= 2x2 � 1

如圖示. 合成函數

(g � f)(x) def
= g(f(x))

= g(2x� 3)

= (2x� 3)2+1

= 4x2 � 12x+10
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如圖示. 因此, 一般而言,

f � g 6= g � f

七. 反函數 (Inverse Function)

二函數 f 與 g 互為反函數若對所有 g 的定義域中的 x,

f(g(x)) = x

且對所有 f 的定義域中的 x,

g(f(x)) = x

如圖示. 通常將 f 的反函數 g 表示成 f�1.

註 1. 反函數有 "抵銷" 的意味, 如圖示.

例如, (a) 函數

f(x) = 2x

的反函數

f�1(x) =
x

2

因為 "乘 2" 與 "除 2" 互為逆運算.
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(b) 函數

f(x) =
1

3
x

的反函數

f�1(x) = 3x

因為 "除 3" 與 "乘 3" 互為逆運算.

(c) 函數

f(x) = x+4

的反函數

f�1(x) = x� 4

因為 "加 4" 與 "減 4" 互為逆運算.

(d) 函數

f(x) = 2x� 5

的運算過程為

乘 2, 減 5

故其逆運算為

加 5, 除 2
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得反函數

f�1(x) =
1

2
(x+5)

(e) 函數

f(x) = x3

的反函數

f�1(x) = 3
p
x

因為 "3 次方" 與 "3 次方根" 互為逆運算.

(f) 函數

f(x) =
1

x

的運算過程為

顛倒, 亦即, 取顛倒數

故其逆運算為

再顛倒一次, 亦即, 再取一次顛倒數

得反函數

f�1(x) =
1

x
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註 2. 反函數與原函數的圖形對稱於直線 y = x, 因為

若 (a; b) 在原函數的圖形上若且為若 (b; a) 在反函數的

圖形上, 如下圖所示.

註 3. 只有一對一函數才有反函數, 故可採用水平線檢定

法, 判斷一函數是否有反函數.

為何如此? 若函數非一對一, 如圖示, 則至少存在二數

x1 6= x2

使得

f(x1) = f(x2) = y1

因此, 無法定義 f�1(y1), 因為有二值 x1 或 x2 可選,

無論選誰, 都無法擺平, 不符合函數的定義.

例 2. 試求函數

f(x) =
p
2x� 3

的反函數 f�1(x).

<解> (i) 直觀法: 因為函數 f 的運算過程為

乘 2, 減 3, 開根號
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故其逆運算為

平方, 加 3, 除 2

得反函數

f�1(x) =
x2+3

2

且 f�1 的定義域為

x � 0

就是 f 的值域, 以及 f�1 的值域為�
3

2
;1

�

亦是 f 的定義域, 因為

2x� 3 � 0, x � 3

2

(ii) 由定義, 如圖示, 得

f(x) = f(f�1(y)) = y

故

求 f�1(y)

乃相當於

由 f(x) = y 解 x
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因此,

(1) 令 y = f(x), 得

y =
p
2x� 3; y � 0

(2) 解 x: 兩邊平方, 得

y2 = 2x� 3; y � 0

由此得,

x =
1

2
(y2+3); y � 0

亦即

f�1(y) =
1

2
(y2+3); y � 0

(3) 將 y 換成 x, 得

f�1(x) =
1

2
(x2+3); x � 0

驗證: 首先, 對於 x � 0,

f(f�1(x)) =

vuut2
 
x2+3

2

!
� 3 =

q
x2 = x
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又對於 x � 3

2
,

f�1(f(x)) =
(
p
2x� 3 )2+3

2
=

2x

2
= x

因此, 根據反函數的定義,

f�1(x) =
1

2
(x2+3); x � 0

確實為

f(x) =
p
2x� 3; x � 3

2

的反函數.
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