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單元 23: 分層取樣
(課本 x8.4)

一有限容量佇列系統 (a �nite capacity queueing

system) 的假設為

(1) 每天結束時, 倒空系統, 第二天重新開始.

(2) 顧客的到達時間 � PP(�i), 其中對於 i = 1;2;3,

P (到達率 = �i) =
1

3

且天與天之間的到達率相互獨立.

(3) 隨機變數 L 為一天的顧客流失數.

問. 如何估計 E(L)?

答 1. 一個直接的作法為, 先考慮下述的

演算法 1:
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(1) 生成一仿隨機數 U .

(2) 令

I = Int(3U) + 1

亦即,

I � unif(f1;2;3g)

(3) 以 �I 為到達率, 生成卜松過程, 並求得原始輸出資

料 L.

接著, 重覆演算法 1 n 次, 得

L1; : : : ; Ln

最後, 根據 SLLN, 以原始估計量 (raw estimator)

L =
1

n

nX
i=1

Li

模擬 E(L).

答 2. 因為此系統的顧客到達率不是事前就確定的, 而是

先根據一機率分布的選取而確定, 故可根據此特性, 改良
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前述未用到此特性的演算法 1. 首先, 對於 i = 1;2;3,

令

L�i
def
= Lj�i

表示在給定到達率 �i 時, 一天的顧客流失數.

接著, 考慮輸出資料為

1

3
L�1+

1

3
L�2+

1

3
L�3

則

(1) 輸出資料的期望值

E

�
1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

�
= E(L)

亦即, 輸出資料

1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

為 E(L) 的不偏估計量.

(2) 針對變異數,

1

3
Var(L�1+ L�2+ L�3) � Var(L) (1)
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由此可導出輸出資料的變異數

Var

�
1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

�

=
1

9
Var(L�1+ L�2+ L�3) �

1

3
Var(L)

< Var(L)

故有較小的變異數, 比原始資料變異數的 1
3
還小.

為何如此?

(1) 令隨機變數 I 為到達率的下標, 則根據假設,

I � unif(f1;2;3g)

因此, 以隨機變數 I 條件化, 並根據 I 的分布, L�i 的定

義, 以及期望值的線性性質, 得

E(L) =
3X

i=1

E(LjI = i)P (I = i)

=
3X

i=1

E(L�i ) �
1

3

= E

�
1

3
L�1+

1

3
L�2+

1

3
L�3
�

得證.
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(2) 由條件變異數的公式

Var(X) = E[Var(XjY )] + Var[E(XjY )]
知,

Var(X) � E[Var(XjY )]
因為條件變異數公式的等號右邊二項均為非負.

因此, 根據上式, 隨機變數的函數的期望值公式, 條件變異

數的定義, 以及 I 的分布, 得

Var(L) � E[Var(LjI)]

=
3X

i=1

Var(LjI = i)P (I = i)

=
1

3

3X
i=1

Var(LjI = i)

又因為 I 為到達率的下標, 故事件 fI = ig 乃相當於事

件 f� = �ig, 再根據 L�i 的定義, 以及天與天之間的獨

立性, 由上式得

Var(L) � 1

3

3X
i=1

Var(Lj�i)

=
1

3
Var(L�1+ L�2+ L�3)
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得證.

所以, 可考慮以

1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

作為模擬 E(L) 的輸出資料, 並得對應的

演算法 2:

(1) 對於 i = 1;2;3, 各自生成 n
3

個

L�1i ; : : : ; L
�(n=3)
i

(2) 對於 i = 1;2;3, 令

L�i =
3

n

n=3X
k=1

L�ki

亦即, L�i 是 L�i 的樣本期望值.

(3) 以分層估計量 (strati�ed estimator)

1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

6 中大數學系于振華



統計計算一(97上) 單元 23: 分層取樣

模擬 E(L).

比較. 演算法 1 需生成 n 個原始輸出資料 L, 且原始估

計量 L 的變異數

Var(L) =
1

n
Var(L)

演算法 2 需對於 i = 1;2;3, 各自生成 n
3

個分層輸出資

料 L�i , 共 n 個分層輸出資料, 且分層估計量

1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

的變異數

Var

�
1

3
(L�1+ L�2+ L�3)

�

=
1

9
Var(L�1+ L�2+ L�3)

=
1

9
� 3
n
Var(L�1+ L�2+ L�3)

=
1

n
� 1
3
Var(L�1+ L�2+ L�3)

� 1

n
Var(L) = Var(L)

其中第二等號成立乃因為對於 i = 1;2;3, L�i 分別是大

小為 n
3

的 L�i 的樣本期望值, 故經由累加和的運算性質,
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得

L�1+ L�2+ L�3
是大小為 n

3
的

L�1+ L�2+ L�3
的樣本期望值, 並根據樣本期望值的變異數公式所致; 第

四個小於或等於符號乃根據 (1) 式所致.

因此, 以演算法 2 模擬, 會得到較小的變異數.

例 1. 一無限多服務員佇列系統 (an in�nite server

queueing system) 的假設為

(1) 顧客的到達時間乃根據一個卜松過程 (PP), 其

到達率 =

(
12; 好日子;

4; 一般日子:

且好日子與一般日子乃相互獨立, 以及

P (好日子) =
1

2

(2) 在所有的日子, 顧客接受的

服務時間 � exp(1)
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(3) 在 t = 10 時, 系統關閉, 所有未完成服務的顧客均

需離開. 令 L 為在隨機選中的一天內, 未完成服務

的顧客數.

試比較 E(L) 的原始估計量與分層估計量間的差異.

<解> 令隨機變數

Lg
def
= Lj好日子 = Lj(� = 12)

表示在好日子的未完成服務的顧客數, 且隨機變數

Lo
def
= Lj一般日子 = Lj(� = 4)

表示在一般日子的未完成服務的顧客數.

接著, 敘述二個事實

Lg � Poisson[12(1� e�10)]

以及

Lo � Poisson[4(1� e�10)]

並分別探討下述的兩種情況.

情況 1. 原始估計量.
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以日子的種類條件化, 並根據 Lg 與 Lo 的定義, 日子種

類的分布, 以及上述的事實, 得 L 的期望值

E(L) = E(Lj好日子)P (好日子) +

E(Lj一般日子)P (一般日子)

=
1

2
E(Lg) +

1

2
E(Lo)

=
1

2
(12+ 4)(1� e�10)

� 1

2
(12+ 4) = 8

又根據變異數的公式, 上述的事實, 以及卜松分布的變異

數等於期望值的性質, 得 L2g 的二階動差

E(L2g) = Var(Lg) + [E(Lg)]
2

= E(Lg) + [E(Lg)]
2

= 12(1� e�10) + [12(1� e�10)]2

� 12+ (12)2 = 156

同理, 得 Lo 的二階動差

E(L2o) = Var(Lo) + [E(Lo)]
2

= 4(1� e�10) + [4(1� e�10)]2

� 4+ 42 = 20
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最後, 以日子的種類條件化, 並根據 Lg 與 Lo 的定義,

日子種類的分布, 以及上述 Lg 與 Lo 的二階動差, 得 L

的二階動差

E(L2) = E(L2j好日子)P (好日子) +

E(L2j一般日子)P (一般日子)

=
1

2
E(L2g) +

1

2
E(L2o)

� 1

2
(156+ 20) = 88

故, L 的變異數

Var(L) = E(L2)� [E(L)]2

� 88� 82 = 24

因此, 模擬的過程為, 生成原始輸出資料

L1; : : : ; Ln

得原始估計量

L =
1

n

nX
i=1

Li

以及

Var(L) =
1

n
Var(L) � 24

n
(2)
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情況 2. 分層估計量.

因為

P (好日子) =
1

2

故可考慮以

1

2
(Lg + Lo)

作為模擬 E(L) 的輸出資料.

又根據變異數的純量乘積公式, 好日子與一般日子的獨立

性假設, 上述的事實, 以及卜松分布的性質, 得分層輸出資

料的變異數

Var

�
1

2
(Lg + Lo)

�
=

1

4
[Var(Lg) + Var(Lo)]

=
1

4
[E(Lg) + E(Lo)]

� 1

4
(12+ 4) = 4 (3)

因此, 分層模擬法為, 生成 n
2

個

Lg;1; : : : ; Lg;n=2

以及 n
2

個

Lo;1; : : : ; Lo;n=2
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得分層估計量

1

2
Lg +

1

2
Lo

其中

Lg =
2

n

n=2X
i=1

Lg;i

且

Lo =
2

n

n=2X
i=1

Lo;i

另外, 根據累加和的運算性質以及 (3) 式, 得

Var

�
1

2
(Lg + Lo)

�
=

2

n
Var

�
1

2
(Lg + Lo)

�

� 2

n
� 4 =

8

n
(4)

最後, 綜合 (2) 式與 (4) 式, 得

Var(原始估計量) � 3 �Var(分層估計量)

註 1. 推廣. 設有 k 種到達率

�i; i = 1; : : : ; k
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且對於 i = 1; : : : ; k,

P (到達率 = �i) = pi

以及

kX
i=1

pi = 1

對於 i = 1; : : : ; k, 令隨機變數

L�i = Lj�i

分層法 (strati�ed approach) 為

(1) 對於 i = 1; : : : ; k, 各自生成

ni
def
= npi

個 L�i , 並求樣本期望值

L�i

(2) 以分層估計量

�̂
def
=

kX
i=1

piL
�
i
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估計 � = E(L).

為何可行?

(a) �̂ 為 � 的不偏估計量.

根據期望值的線性性質, 樣本期望值 L�i 的不偏性, 隨機

變數 L�i 的定義, 到達率的分布, 以及期望值的條件化公

式,

E(�̂) =
kX

i=1

piE(L
�
i ) =

kX
i=1

piE(L
�
i )

=
kX

i=1

E(Lj�i)P (到達率 = �i)

= E(L) = �

得證.

(b) �̂ 有較小的變異數.

根據樣本期望值 L�i 間的獨立性, 變異數的純量乘積公式,
樣本期望值 L�i 的變異數公式, 得

Var(�̂) =
kX

i=1

p2i Var(L
�
i )

=
kX

i=1

p2i �
1

ni
Var(L�i )
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再根據 ni 的定義, 以及 Li 的定義, 由上式得

Var(�̂) =
kX

i=1

p2i �
1

npi
Var(L�i )

=
1

n

kX
i=1

piVar(L
�
i )

=
1

n

kX
i=1

Var(Lj�i)P (到達率 = �i)(5)

又令隨機變數 I 滿足, 對於 i = 1; : : : ; k,

P (I = i) = pi

且

fI = ig = f到達率 = �ig
則將 (5) 式改寫並根據條件變異數的期望值公式, 得

Var(�̂) =
1

n

kX
i=1

Var(LjI = i)P (I = i)

=
1

n
E[Var(LjI)] (6)

最後, 根據熟知的條件期望值的變異數與原隨機變數的變

異數的公式

Var(L) = E[Var(LjI)] + Var[E(LjI)]
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知, 上式等號右邊的兩項均為非負,故由 (6) 式, 上式, 以

及樣本期望值的變異數公式, 得

Var(�̂) � 1

n
Var(L) = Var(L)

得證.

因此, 分層估計量

�̂ =
kX

i=1

piL
�
i

是 � 的不偏估計量, 並較原始估計量 L 有較小的變異數,

而得上述可行的推廣型分層法.

註 2. 通常 Var(L�i ) 未知, 所以可用

kX
i=1

p2i �
S2i
ni

估計

Var(�̂) =
kX

i=1

p2i �
Var(L�i )

ni

其中 S2i 為 L�i 的樣本變異數.

問. 取 ni = npi 時, Var(�̂) 是否為最小?
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此問題乃相當於如何選取 ni 使得

�̂ =
kX

i=1

piL
�
i

有最小的變異數?

答. 對於 i = 1; : : : ; k, 令任意的 ni � 0 且滿足

kX
i=1

ni = n

則生成 ni 個 L�i 後, 並考慮

kX
i=1

piL
�
i

得

(a) 隨機變數

kX
i=1

piL
�
i

為 E(L) 的不偏估計量.

為何如此? 因為 L�i 為 L�i 的樣本期望值, 故根據期望

值的線性性質, 樣本期望值的不偏性, 以及期望值的條件
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化公式,

E

0
@ kX
i=1

piL
�
i

1
A =

kX
i=1

piE(L
�
i )

=
kX

i=1

piE(L
�
i )

= E(L)

得證.

(b) 變異數

Var

0
@ kX
i=1

piL
�
i

1
A =

kX
i=1

p2i �
Var(L�i )

ni

此乃因為 L�i 間的獨立性, 變異數的線性組合公式, 以及

樣本期望值的變異數公式所致.

因此, 綜合上述的 (a) 與 (b) 得知, 對於 i = 1; : : : ; k,

模擬 S2i 估計 Var(L�i ) 後, 對任意非負的

n1; : : : ; nk

滿足

kX
i=1

ni = n
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均得到

kX
i=1

piL
�
i

為 E(L) 的不偏估計量, 且

Var

0
@ kX
i=1

piL
�
i

1
A � kX

i=1

p2i �
S2i
ni

所以, 前述如何選取 ni 的問題, 乃相當於一個最佳化問

題 (optimization problem):

最小化 (minimize)

kX
i=1

p2i �
S2i
ni

受制於 (subject to)

ni � 0 且
kX

i=1

ni = n

因此, 根據最佳化問題而解得的 ni, 所產生的估計量

kX
i=1

piL
�
i

會比取 ni = npi, 有較小的變異數.
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例. 接續例 1 的無窮服務員佇列系統, 其中到達率的種類

數 k = 2 且產生的機率均為 p = 1
2. 對於 0 � x � 1,

生成 n1 = nx 個 Lg 及 n2 = n(1� x) 個 Lo.

又根據前述的兩個事實

Lg � Poisson[12(1� e�10)]

以及

Lo � Poisson[4(1� e�10)]

得

S21 � Var(Lg) � 12

且

S22 � Var(Lo) � 4

故, 根據註 2, 最佳的 n1 與 n2 乃相當於求

min
0�x�1

"�
1

2

�2 S21
nx

+

�
1

2

�2 S22
n(1� x)

#

代入 S21 與 S22 的估計值, 消去不影響極值的

�
1

2

�2 1
n
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後, 亦相當於求

min
0�x�1

�
12

x
+

4

1� x

�

亦相當於再除以 4, 並令

f(x) =
3

x
+

1

1� x

且由

f 0(x) = � 3

x2
+

1

(1� x)2

=
�3+ 6x� 2x2

x2(1� x)2
= 0

得臨界數 (critical numbers)

x =
�6�p36� 24

�4 =
3�p

3

2

其中 "+" 不合, 因為大於 1, 不在求極值的範圍內.

再根據 f 0 的分子為一開口向下的拋物線, 可計算出 f 0 在

此一臨界數所分隔的兩個子區間內的符號及對應的遞增遞

減性為

�
0; 3�

p
3

2

�
: f 0 = (�)

(+)
= (�), 遞減;
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�
3�

p
3

2 ;1

�
: f 0 = (+)

(+)
= (+), 遞增.

故, 根據一階導函數檢定法,

f(x) =
3

x
+

1

1� x

在

x =
3�p3

2
� 0:634

有最小值.

因此, 生成 (0:634)n 個 Lg 以及 (0:366)n 個 Lo,

並以

1

2
Lg +

1

2
Lo

估計 E(L) 會有最小的變異數.

定義. 設隨機變數 X 的值需先由另一隨機變數 S, 其

已知分布為

P (S = i); i = 1; : : : k

所決定, 則不先模擬 S, 而先對於 i = 1; : : : ; k, 分別模

擬

XjS = i
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並求出對應的樣本期望值 Xi 且以

kX
i=1

XiP (S = i)

估計

E(X) =
kX

i=1

E(XjS = i)P (S = i)

的方法稱為分層取樣法 (strati�ed sampling).

註. 由上述期望值的條件期望值表示法知, 分層取樣法的

關鍵就在於將條件期望值 E(XjS = i) 以 XjS = i 的

樣本期望值 Xi 所估計與取代.

例 2. 試以分層取樣法模擬

� =

Z 1

0
h(x)dx

<解> (a) 一般方法. 令隨機變數

U � unif(0;1)

則根據隨機變數的函數的期望值公式,

E[h(U)] =

Z 1

0
h(u) � 1du = �
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剛好就是欲估計的值.

故根據蒙地卡羅法, 考慮

演算法 1:

(1) 生成一個仿隨機數 U .

(2) 生成輸出資料 h(U).

接著, 重覆演算法 1 n 次, 得

h(U1); : : : ; h(Un)

最後, 根據 SLLN, 以原始估計量 (raw estimator)

h(U)
def
=

1

n

nX
i=1

h(Ui)

估計 E[h(U)] = �.

(b) 分層取樣. 將區間 (0;1] n 等分, 得

(0;1] =
n[

i=1

�
i� 1

n
;
i

n

�
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則上述演算法 1 中的步驟 (1) 生成 U , 乃相當於隨機選

取一個子區間及其中的一值 U ; 步驟 (2) 生成 h(U),

乃相當於在選中的子區間內製造 h(U). 此乃類似於前述

例子, 先隨機選定到達率, 再求得對應輸出資料的兩步驟

模擬過程, 故可考慮以分層取樣的方式改良演算法 1.

如何分層? 因為共有 n 個子區間, 且每一子區間被選中

的機率均為 1
n, 故可分成 n 層如下,

(1) 對於 i = 1; : : : ; n, 定義子區間的指標 (index)

I = i; 若
i� 1

n
< U � i

n

由此導出

P (I = i) = P

�
i� 1

n
< U � i

n

�
=

1

n

故

I � unif(f1; : : : ; ng)
如所求.

(2) 對於 i = 1; : : : ; n, 給定 I = i 時, 定義

U�i
def
= U jI = i
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則顯然地 (自行驗證),

U�i � unif

��
i� 1

n
;
i

n

��
(7)

為何如此? 對於任意固定的 i = 1; : : : ; n, 以及對於所

有的 �1 < x <1, 根據 U�i 的定義, I 的定義, 以及

條件機率的定義, 得分布函數

P (U�i � x) = P (U � xjI = i)

= P

�
U � x

����i� 1

n
< U � i

n

�

=
P
�
U � x; i�1n < U � i

n

�
P
�
i�1
n < U � i

n

� (8)

另外, 根據 U 在 (0;1) 的均勻分布, (8) 的分母

P

�
i� 1

n
< U � i

n

�
=

i

n
� i� 1

n
=

1

n
(9)

故, 當 x � i�1
n 時, 事件�
U � x;

i� 1

n
< U � i

n

�
= ;

故由 (8) 式與 (9) 式, 得

P (U�i � x) = n � P (;) = n � 0 = 0
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當 i�1
n < x � i

n 時, 事件

�
U � x;

i� 1

n
< U � i

n

�
=

�
i� 1

n
< U � x

�

故由 (8) 式, (9) 式, 以及 U 的均勻性, 得

P (U�i � x) = n � P
�
i� 1

n
< U � x

�

= n

�
x� i� 1

n

�

當 x > i
n 時, 事件

�
U � x;

i� 1

n
< U � i

n

�
=

�
i� 1

n
< U � i

n

�

故由 (8) 式, (9) 式, 以及 U 的均勻性, 得

P (U�i � x) = n � P
�
i� 1

n
< U � i

n

�

= n � 1
n
= 1

因此, 綜合上述, 得 U�i 的分布函數

P (U�i � x) =

8>><
>>:

0; 若 x � i�1
n ;

n
�
x� i�1

n

�
; 若 i�1

n < x � i
n;

1; 若 x > i
n:
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最後, 將分布函數對 x 微分, 得 U�i 的 pdf

fU�

i
(x) =

(
n; 若 i�1

n < x < i
n;

0; 其它:

故,

U�i � unif

��
i� 1

n
;
i

n

��

得證.

(3) 以分層估計量

1

n

nX
i=1

h(U�i )

估計 �.

對於 i = 1; : : : ; n, 如何生成 U�i ? 令

X � unif(0;1)

則

1

n
(i� 1+X) � unif

�
i� 1

n
;
i

n

�
(10)

(自行驗證), 故得對應的

演算法 2:
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(1) 生成 n 個仿隨機數

U1; : : : ; Un

(2) 以分層估計量

�̂
def
=

1

n

nX
i=1

h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

�

估計 �.

註. 對於 i = 1; : : : ; n, 根據分布,

1

n
(i� 1+ Ui) � unif

�
i� 1

n
;
i

n

�

扮演 U�i 的角色, 且 U�i 間相互獨立. 另外, 分層估計量

�̂ 更接近 (或就是) 黎曼和 (Rieman sum).

為何分層估計量 �̂ 是一個估計 � 的好的估計量?

首先, 根據期望值的線性性質, I 的分布, 得

E(�̂) =
1

n

nX
i=1

E

�
h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

��

=
nX

i=1

E

�
h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

��
P (I = i)
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再根據 (7) 式與 (10) 式, 亦即, 對於 i = 1; : : : ; n,

1

n
(i� 1+ Ui)

與

U jI = i

有相同的分布, 以及條件化的公式, 由上式得

E(�̂) =
nX

i=1

E[h(U)jI = i]P (I = i)

= E[h(U)] = �

亦即, 分層估計量 �̂ 為不偏估計量.

又根據 Ui 間的獨立性, 獨立隨機變數線性組合的變異數

公式, I 的分布, 上述的同分布性質, 以及隨機變數函數的

期望值公式, 得

Var(�̂)

=
1

n2

nX
i=1

Var

�
h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

��

=
1

n

nX
i=1

Var

�
h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

��
P (I = i)

=
1

n

nX
i=1

Var[h(U)jI = i]P (I = i)

=
1

n
EfVar[h(U)jI]g
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其中最後一個等號成立乃因為 Var[h(U)jI] 為一 I 的

函數所致.

再根據一再應用的變異數不等式, 以及樣本期望值的變異

數公式, 由上式得

Var(�̂) � 1

n
Var[h(U)]

= Var[h(U)]

所以, 分層估計量

�̂ =
1

n

nX
i=1

h

�
1

n
(i� 1+ Ui)

�

比原始估計量

h(U) =
1

n

nX
i=1

h(Ui)

有較小的變異數.

例 3. 因為

�

4
= 在 [0;1] 上, 函數 y =

q
1� x2 所圍出

的四分之一單位圓的面積

=

Z 1

0

q
1� x2dx

= E

�q
1� U2

�
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其中

U � unif(0;1)

故由例 2, 得 � 的分層估計量

4

n

nX
i=1

s
1�

�
1

n
(i� 1+ Ui)

�2

比原始估計量

4

n

nX
i=1

q
1� U2

i

亦可由條件化法求得, 有較小的變異數, 其中

U1; : : : ; Un
iid� unif(0;1)

由於分層估計量中,s
1�

�
1

n
(i� 1+ U)

�2
的單調性質, 事實上為 U 的遞減函數, 故可用對偶變數法

改良, 得更好的估計量

�̂ =
4

n

nX
i=1

1

2

8<
:
s
1�

�
1

n
(i� 1+ Ui)

�2
+

s
1�

�
1

n
(i� 1+ (1� Ui))

�29=
;
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經化簡, 得

�̂ =
2

n

nX
i=1

2
4
s
1�

�
i� 1+ Ui

n

�2
+

s
1�

�
i� Ui

n

�2 35

一個模擬結果如下:

n �̂

5 3.161211

10 3.148751

100 3.141734

500 3.141615

1000 3.141601

5000 3.141593

練習題 1. 試以 �̂ 模擬 �, 並驗證上述的模擬結果.

練習題 2. 試用模擬結果比較 �̂, 分層估計量, 以及原

始估計量.

34 中大數學系于振華


