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單元 21: 控制變量的運用
(課本 x8.2)

令模擬的輸出資料為 X, 但

� = E(X)

未知, 為欲估計的參數.

假設可模擬另一輸出資料 Y 且

E(Y ) = �Y

為已知.

問. 如何根據 X 與 Y 生成另一輸出資料滿足此輸出資

料的

期望值 = �

亦即, 不偏, 且

變異數 < Var(X)

亦即, 有較小的變異數.

答. 可採用下述的控制變量法 (control variates

approach).
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令 c 為任一實數, 考慮隨機變數

X + c(Y � �Y )

則

E[X + c(Y � �Y )] = E(X) + cE(Y � �Y )

= �+ c � 0 = � (1)

亦即, 不偏, 且

Var[X + c(Y � �Y )]

= Var(X + cY )

= Var(X) + Var(cY ) + 2Cov(X; cY )

= Var(X) + c2Var(Y ) + 2cCov(X;Y )(2)

乃一 c 的函數,

令

f(c)
def
= Var(X) + c2Var(Y ) + 2cCov(X;Y )

目的: 找 c 最小化 f(c), 亦即, 最小化

Var[X + c(Y � �Y )]

因為

f 0(c) = 2cVar(Y ) + 2Cov(X;Y )
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故由 f 0(c) = 0, 得臨界數

c = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

又

f 00(c) = 2Var(Y )

恆正. 所以, f(c) 在

c�
def
= �

Cov(X;Y )

Var(Y )

有最小值.

或因為 f(c) 為一拋物線, 且 c2 的係數

Var(Y ) > 0

故開口向上, 而在

c�
def
= �

Cov(X;Y )

Var(Y )

有最小值.

因此, 取 c = c� 時, 由 (2) 式, 得最小值

Var[X + c�(Y � �Y )]

= Var(X) +
[Cov(X;Y )]2

Var(Y )
� 2

[Cov(X;Y )]2

Var(Y )

= Var(X)�
[Cov(X;Y )]2

Var(Y )
< Var(X) (3)
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最後, 綜合 (1) 式與 (3) 式, 得隨機變數

X + c�(Y � �Y )

的期望值為 �, 亦即, 不偏, 且變異數小於 Var(X), 並

且在這種對於任一實數 c,

X + c(Y � �Y )

的組合中有最小的變異數.

定義. (i) 上述中的 Y 稱為控制變量 (control

variate).

(ii) 這種以

X + c�(Y � �Y )

為輸出資料的模擬法稱為控制變量法 (control variate

approach).

(iii) � 的控制變量估計量 (control variate

estimator, 或控制估計量) 為

X + c�(Y � �Y )

亦即,

1

n

nX
i=1

[Xi+ c�(Yi � �Y )] (4)
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其中

X1; : : : ; Xn

為輸出資料 X 的 n 個模擬值, 且

Y1; : : : ; Yn

為輸出資料 Y 的 n 個模擬值.

註. 由 (3) 及 (4) 式, 得

Var[X + c�(Y � �Y )]

=
1

n

(
Var(X)�

[Cov(X;Y )]2

Var(Y )

)

討論 1. 控制變量的基本概念如下述.

情況 1. X 與 Y 為正相關.

根據正相關的定義,

Cov(X;Y ) > 0

且

c� = �
Cov(X;Y )

Var(Y)
< 0
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另外, 若

Y 的觀察值 > (<) �Y

由正相關知, 也可能

X 的觀察值 > (<) �

故一個合理的修正為以較小 (大) 的觀察值

X + c�(Y � �Y )

估計 �.

為何會較小 (大)? 因為

c�(Y � �Y ) =

(
(�)(+) < 0
(�)(�) > 0

所致.

情況 2. X 與 Y 為負相關.

同理, 亦成立, 自行驗證.

討論 2. 即使

Var(Y )
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已知, 但通常

Cov(X;Y )

未知, 故

c� = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

在未模擬前是未知. 所以, 可估計 c� 如下:

(i) 生成 n 組的輸出資料

(X1; Y1); : : : ; (Xn; Yn)

(ii) 以

Cov(X;Y )
def
=

1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

稱作 X 與 Y 的樣本共變異數, 估計

Cov(X;Y ) = E[(X � �X)(Y � �Y )]

(iii) 若 Var(Y ) 未知, 則以

S2 =
1

n� 1

nX
i=1

(Yi � Y )2
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估計 Var(Y ).

(iv) 以

ĉ� =

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

�

nX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

nX
i=1

(Yi � Y )2
;

若 Var(X;Y ) 未知

�
Cov(X;Y )
Var(Y )

;

若 Var(X;Y ) 已知

估計 c�.

最後, 以

X + ĉ�(Y � �Y )

估計 � = E(X).

討論 3. 由 (3) 式知, 變異數降低率為

Var(X)�Var[X + c�(Y � �Y )]

Var(X)

=
[Cov(X;Y )]2

Var(X)Var(Y )
= corr2(X;Y )� 100%
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其中

corr(X;Y ) =
Cov(X;Y )q

Var(X)
q
Var(Y )

為 X 與 Y 的相關係數, 亦即, X 與 Y 愈相關, 則變異

數降低率愈大.

例 1. 試以控制變量法模擬穩定性函數

r(p1; : : : ; pn) = E[�(S1; : : : ; Sn)]

其中

p1; : : : ; pn

已知, 且對於 1 � i � n, 第 i 個零件的狀態

Si =

(
1; 若 Ui < pi;

0; 其它:

<解> (i) 找控制變量 Y . 因為穩定性函數與正常零件數

有關, 且對於 1 � i � n, 由

E(Si) = P (Ui < pi) = pi

已知, 得

E

0
@ nX
i=1

Si

1
A =

nX
i=1

E(Si) =
nX

i=1

pi
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已知, 故根據上述的討論 3, 可考慮控制變量

Y
def
=

nX
i=1

Si

亦即, 正常零件的總數.

(ii) 估計

c� = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

首先, 根據零件間的獨立性以及各自的分布, 得

Var(Y ) = Var

0
@ nX
i=1

Si

1
A

=
nX

i=1

Var(Si)

=
nX

i=1

pi(1� pi)

已知, 其中最後一個等號成立乃因為對於 1 � i � n,

P (Si = 1) = pi

亦即, Si 為 Bernoulli 隨機變數, 故

var(Si) = pi(1� pi)
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所致.

接著, 模擬 r 組資料並估計 Cov(X;Y ), 如下述.

生成第一組資料

(S11; : : : ; S
1
n)

並求出

X1 = �(S11; : : : ; S
1
n)

以及

Y1 =
nX

i=1

S1i

生成第二組資料

S21; : : : ; S
2
n

並求出

X2 = �(S21; : : : ; S
2
n)

以及

Y2 =
nX

i=1

S2i

...

11 中大數學系于振華



統計計算一(97上) 單元 21: 控制變量的運用

生成第 r 組資料

Sr1; : : : ; S
r
n

並求出

Xr = �(Sr1; : : : ; S
r
n)

以及

Yr =
nX

i=1

Sri

由此得樣本共變異數

Cov(X;Y ) =
1

r � 1

rX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

並以此估計 Cov(X;Y ).

最後, 以

ĉ� = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

= �

1

r � 1

rX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

nX
i=1

pi(1� pi)
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估計 c�.

(iii) 以

X + ĉ�

0
@Y �

nX
i=1

pi

1
A

估計穩定性函數

r(p1; : : : ; pn)

例 2. 在一佇列系統中, 假設

(1) 顧客的到達時間 � NPP[�(s)], s > 0.

(2) 對於 1 � i � n, Si 為第 i 個顧客接受服務的時間,

且

S1; : : : ; Sn
iid
� G

並與顧客的到達時間相互獨立.

對於 1 � i � n, 令 Wi 為第 i 個顧客停留在系統中的

時間, 且 N(t) 為在時間區間 [0; t] 內進入系統的顧客總

數. 試以控制變量法模擬

� = E(X)
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其中

X =

N(t)X
i=1

Wi

亦即, 在時間 t 之前, 所有顧客停留時間的總合.

註. 根據 NPP 的性質,

N(t) � Poisson

�Z t

0
�(s)ds

�

故 X 為一隨機項和所形成的隨機變數.

<解> (i) 找控制變量 Y . 因為第 i 個顧客停留在系統

中的時間 Wi 與其接受服務的時間 Si 有相關性, 且 Si
的分布 G 為已知, 故可考慮

Y
def
=

N(t)X
i=1

Si

接著, 根據 Y 的定義以及以 N(t) 條件化,

E(Y ) =
1X
k=1

E(Y jN(t) = k)P (N(t) = k)

=
1X
k=1

E

0
@N(t)X

i=1

Si

������N(t) = k

1
A �

P (N(t) = k) (5)
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其中以 N(t) 條件化的目的乃在於當 N(t) 為給定的 k

值後, 形成 Y 的隨機項和就成為有限的 k 項和, 而可根

據期望值的線性性質繼續計算; 另外, N(t) 為卜松分布,

k = 0 亦為可能值, 而此處卻由 k = 1 開始條件化, 乃

因為當 k = 0 時, 形成 Y 的項數為 0 項, 故 Y 為 0,

不影響期望值的計算結果, 可不予考慮.

在給定 N(t) = k, 且 N(t) 乃由顧客的到達時間所決

定, 而顧客接受的服務時間 Si 又與到達時間相互獨立,

得 N(t) 與 Si 互為獨立, 故由 (5) 式, 得

E(Y ) =
1X
k=1

E

0
@ kX
i=1

Si

������N(t) = k

1
A �

= P (N(t) = k)

=
1X
k=1

E

0
@ kX
i=1

Si

1
AP (N(t) = k)

再根據 Si 間的同分布, 由上式得

E(Y ) =
1X
k=1

kE(S)P (N(t) = k)

= E(S)
1X
k=1

kP (N(t) = k)

= E(S)E[N(t)] (6)
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其中

S � G

由假設條件, E(S) 為已知, 且

E[N(t)] =

Z t

0
�(s)ds

亦為已知, 故可明確地計算出 E(Y ).

因此, 可取

Y =

N(t)X
i=1

Si

為控制變量.

(ii) 估計

c� = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

首先, 根據上述求 E(Y ) 的條件化過程, 得

E(Y 2) =
1X
k=1

E(Y 2jN(t) = k)P (N(t) = k)

=
1X
k=1

E

2
64
0
@N(t)X
i=1

Si

1
A
2
�������N(t) = k

3
75 �

P (N(t) = k)
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在給定 N(t) = k, 且 N(t) 與 Si 相互獨立下, 由上式

得

E(Y 2) =
1X
k=1

E

2
64
0
@ kX
i=1

Si

1
A2
�������N(t) = k

3
75 �

P (N(t) = k)

=
1X
k=1

E

2
64
0
@ kX
i=1

Si

1
A2
3
75P (N(t) = k)

=
1X
k=1

E

0
@ kX
i=1

S2i +
X

1�i6=j�k

SiSj

1
A �

P (N(t) = k)

其中最後一個等號乃是展開第二個等號右邊平方項的結果.

再根據 Si 間的獨立同分布以及期望值的線性性質, 由上

式得

E(Y 2) =
1X
k=1

n
kE(S2) + k(k � 1)[E(S)]2

o
�

P (N(t) = k)

= E(S2)
1X
k=1

kP (N(t) = k) +

[E(S)]2
1X
k=1

k(k � 1)P (N(t) = k)
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最後, 根據期望值的定義, 由上式得

E(Y 2) = E(S2)E[N(t)] +

[E(S)]2E[N(t)(N(t)� 1)] (7)

因此, 由變異數的公式以及 (6) 式與 (7) 式, 並化簡, 得

Var(Y )

= E(Y 2)� [E(Y )]2

= E(S2)E[N(t)] + [E(S)]2Ef[N(t)]2g �

[E(S)]2E[N(t)]� [E(S)]2fE[N(t)]g2

= fE(S2)� [E(S)]2gE[N(t)] +

[E(S)]2(Ef[N(t)]2g � fE[N(t)]g2)

= Var(S)E[N(t)] + [E(S)]2Var[N(t)] (8)

又因為

N(t) � Poisson

�Z t

0
�(s)ds

�

故

E[N(t)] = Var[N(t)]

並由 (8) 式以及變異數的公式, 得

Var(Y ) = fVar(S) + [E(S)]2gE[N(t)]

= E(S2)E[N(t)] (9)
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可由假設條件求得.

另外, 需模擬 r 組輸出資料並估計 Cov(X;Y ), 如下述.

生成第一組資料

(W1
1 ; : : : ;W

1
N1(t)

; S11; : : : ; S
1
N1(t)

)

並計算

X1 =

N1(t)X
i=1

W1
i

以及

Y1 =

N1(t)X
i=1

S1i

生成第二組資料

(W2
1 ; : : : ;W

2
N2(t)

; S21; : : : ; S
2
N2(t)

)

並計算

X2 =

N2(t)X
i=1

W2
i

以及

Y2 =

N2(t)X
i=1

S2i
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...

生成第 r 組資料

(W r
1; : : : ;W

r
Nr(t)

; Sr1; : : : ; S
r
Nr(t)

)

並計算

Xr =

Nr(t)X
i=1

W r
i

以及

Yr =

Nr(t)X
i=1

Sri

由此得樣本共變異數

Cov(X;Y ) =
1

r � 1

rX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

並以此估計 Cov(X;Y ).

因此, 根據上式以及 (9) 式, 以

ĉ� = �
Cov(X;Y )

Var(Y )

= �

1

r � 1

rX
i=1

(Xi �X)(Yi � Y )

E(S2)E[N(t)]
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估計 c�.

(iii) 以控制變量估計量

X + ĉ�fY � E(S)E[N(t)]g

估計

� = E(X)
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