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補充單元 6: 變數變換

一. 複習

給定單變數定積分 ∫ b

a
f(x)dx

設 x = g(u) 為一由 u-數線上 [c, d] 區間到 x-數線上

[a, b] 區間的一對一 (1-1) 及映成 (onto) 函數, 如圖

示, 且 g′(u) 在 [c, d] 上連續, 則

dx = g′(u)du

以及 ∫ b

a
f(x)dx =

∫ d

c
f(g(u))g′(u)du

其中 g′(u) 稱作放大率, 此乃因為透過 x = g(u) 所得

出的 [c, d] 與 [a, b] 的對應分割中, 根據均值定理, 得

x-數線上子區間的長度

∆xi = xi − xi−1

= g(ui)− g(ui−1)

= g′(ci)(ui − ui−1)

= g′(ci)∆ui
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為 u-數線上子區間長度的 g′(ci) 倍, 亦即, g′(ci) 為長

度放大率, 其中 ci 介於 ui−1 與 ui 間, 如圖示.

例 1. 試求定積分 ∫ e

1

lnx

x
dx

<解> 令 x = eu 為一由 u-數線上 [0,1] 區間到 x-數

線上 [1, e] 區間的一對一及映成函數, 如圖示, 則

dx = eudu

以及 ∫ e

1

lnx

x
dx =

∫ 1

0

ln(eu)

eu
eudu

=
∫ 1

0
udu =

1

2
u2

∣∣∣∣1
0

=
1

2

註 1. 例 1 的作法就相當於之前的代入法, 亦即, 令

u = lnx ⇒ du =
1

x
dx

以及

x = 1 ⇒ u = ln1 = 0
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和

x = e ⇒ u = ln e = 1

得 ∫ e

1

lnx

x
dx =

∫ 1

0
udu =

1

2
u2

∣∣∣∣1
0

=
1

2

註 2. 使用變數變換或代入法的目的乃在於將原先在

x-數線上較複雜的被積函數或積分區間改成在 u-數線上

較易處理的積分.

二. 推廣

給定雙變數二重積分 ∫∫
R

f(x, y)dA

設 T (u, v) 為一由 uv-平面上區域 S 到 xy-平面上區

域 R 的轉換, 且

(x, y) = T (u, v) = (g(u, v), h(u, v))

亦即,

x = g(u, v), y = h(u, v)
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使得 T 是一對一, 映成, 以及 gu, gv, hu, hv 在 S 上

連續, 如圖示, 則∫∫
R

f(x, y)dA

=
∫∫

S
f(g(u, v), h(u, v))

∣∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∣ dudv (1)

其中

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣ = ∂x

∂u

∂y

∂v
−

∂x

∂v

∂y

∂u

稱作 x, y 對應於 u, v 的Jacobian, 亦為面積放大率,
如圖示.

註. 雙變數變數變換的公式為

x = g(u, v), y = h(u, v), dA =

∣∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∣ dudv

其目的乃是將原先在 xy-平面上較複雜的被積函數或積分

區域改成在 uv-平面上較易處理的積分.

例 2. 設 x = r cos θ 且 y = r sin θ, 則可將 rθ-平

面上的垂直或水平簡單區域

S :

{
α ≤ θ ≤ β
a ≤ r ≤ b
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映射至 xy-平面上的 θ-簡單區域

R :

 α ≤ tan−1
(

y
x

)
≤ β

a ≤
√

x2 + y2 ≤ b

如圖示, 且 Jacobian

∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣∣ cos θ −r sin θ
sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣
= r cos2 θ + r sin2 θ = r

因此, 根據 (1) 式, 在 xy-平面中 θ-簡單區域 R 上的

二重積分∫∫
R

f(x, y)dA =
∫∫

S
f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ

乃一在 rθ-平面中垂直或水平簡單區域 S 上的二重積分,
也就是極坐標型式的變數變換.

註 1. 柱面坐標. 設點 P 的直角坐標為

P (x, y, z)

對應的柱面坐標為

P (r, θ, z)

則它們之間的關係為
x = r cos θ
y = r sin θ
z = z

以及


0 ≤ r < ∞
0 ≤ θ ≤ 2π
−∞ < z < ∞
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如圖示, 且將柱面坐標系統 rθz-空間中的實體 W 映射

至直角座標系統 xyz-空間中的實體 Q, 以及 Jacobian

∂(x, y, z)

∂(r, θ, z)
=

∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
= 1 · (r cos2 θ + r sin2 θ) = r > 0

因此, 根據 (1) 式, 在 xyz-空間中實體 Q 上的三重積

分 ∫∫∫
Q

f(x, y, z)dV

=
∫∫∫

W
f(r cos θ, r sin θ, z)rdrdθdz

乃一在柱面座標系統 rθz-空間中實體 W 上的三重積分.

註 2. 球面坐標. 設點 P 的直角坐標為

P (x, y, z)

對應的球面坐標為

P (ρ, φ, θ)

則它們之間的關係為
x = ρ sinφ cos θ
y = ρ sinφ sin θ
z = ρ cosφ

以及


0 ≤ ρ < ∞
0 ≤ φ ≤ π
0 ≤ θ ≤ 2π
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如圖示, 且將球面坐標系統 ρφθ-空間中的實體 W 映射

至直角坐標系統 xyz-空間中的實體 Q, 以及 Jacobian

∂(x, y, z)

∂(ρ, φ, θ)

=

∣∣∣∣∣∣∣
sinφ cos θ ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ
sinφ sin θ ρ cosφ sin θ ρ sinφ cos θ

cosφ −ρ sinφ 0

∣∣∣∣∣∣∣
= cosφ

(
ρ2 sinφ cosφ cos2 θ+

ρ2 sinφ cosφ sin2 θ
)
+

ρ sinφ
(
ρ sin2 φ cos2 θ + ρ sin2 φ sin2 θ

)
= ρ2 sinφ cos2 φ + ρ2 sin3 φ

= ρ2 sinφ
(
cos2 φ + sin2 φ

)
= ρ2 sinφ > 0

因此, 根據 (1) 式, 在 xyz-空間中實體 Q 上的三重積

分∫∫∫
Q

f(x, y, z)dV

=
∫∫∫

W
f(ρ sinφ cos θ, ρ sinφ sin θ, ρ cosφ) ·

ρ2 sinφdρdφdθ

乃一在球面坐標系統 ρφθ-空間中實體 W 上的三重積分.

註 3. 柱面坐標型式變數變換的體積放大率為 r; 球面坐

標型式變數變換的體積放大率為 ρ2 sinφ.
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例 3. 試求直角坐標的二重積分∫∫
R

4(x + y)e(x−y)dA

其中 R 乃是一個以 (0,0), (1,1), (0,2), (−1,1)

為端點的四邊形所圍成的區域.

<解> 根據區域 R 的圖形, R 的邊界乃由四條直線

y − x = 0

y − x = 2

y + x = 0

y + x = 2

所組成, 並非單一的垂直或水平簡單區域, 而是由兩個垂

直或水平簡單區域的聯集, 故原式需由兩個對應的逐次積

分計算出, 不夠簡潔. 一個可行的方法為透過變數變數,

將其改成在 uv-平面中較簡單區域上的積分. 根據上述

R 的邊界或被積函數, 令

u = y + x (2)

v = y − x (3)

可得出 uv-平面中對應的區域

S :

{
0 ≤ u ≤ 2
0 ≤ v ≤ 2
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乃一垂直或水平簡單區域. 接著, 解 x 與 y. 由 (2) 式

加 (3) 式, 得

y =
1

2
(u + v)

將其代入 (2) 式, 得

x =
1

2
(u− v)

因此,

x = 1
2(u− v)

y = 1
2(u + v)

: S → R

為一對一, 映成的轉換, 如圖示. 又 Jacobian

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ 1
2 −1

2
1
2

1
2

∣∣∣∣∣ = 1

4
−

(
−

1

4

)
=

1

2

所以, 根據 (1) 式, 經由變數變換公式

x =
1

2
(u− v), y =

1

2
(u + v), dA =

∣∣∣∣12
∣∣∣∣ dudv

得 xy-平面中區域 R 上的二重積分∫∫
R

4(x + y)e(x−y)dA =
∫∫

S
4ue−v ·

1

2
dudv

=
∫∫

S
2ue−vdudv

一個在 uv-平面中區域 S 上的二重積分. 再根據 S 的
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垂直表示法以及 Fubini 定理, 由上式得∫∫
R

4(x + y)ex−ydA = 2
∫ 2

0

∫ 2

0
ue−vdvdu

= 2
∫ 2

0
−ue−v

∣∣∣2
v=0

du

= 2
∫ 2

0
u

(
1− e−2

)
du

=
(
1− e−2

)
u2

∣∣∣2
0

= 4
(
1− e−2

)

例 4. 試求橢圓體

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

的體積, 其中 a, b, c 均大於 0.

<解> 由圖示, 根據對稱性, 僅需求出此橢圓體在第一卦

限內的實體 Q1 的體積. 首先, 實體 Q1 的頂部為

z = c

√
1−

x2

a2
−

y2

b2

且 Q1 在 xy-平面的投影為區域

R1 :


x2

a2 + y2

b2
≤ 1

x ≥ 0
y ≥ 0
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故根據體積的定義,

Q1 的體積 = c
∫∫

R1

√
1−

x2

a2
−

y2

b2
dA (4)

乃一 xy-平面中區域 R1 上的二重積分, 但被積函數缺少

代入法所需的 x 或 y, 同時積分區域 R1 亦不能表示成

極坐標中的 θ-簡單區域, 故無法根據 Fubini 定理將上

式改寫成直角坐標或極坐標型式的逐次積分. 然而根據積

分區域 R1 的表示式以及被積函數, 一個適當的變數變換

乃是令

u =
x

a
, v =

y

b

則 uv-平面中對應的區域

S1 :

{
u2 + v2 ≤ 1
u ≥ 0, v ≥ 0

乃一個在第一象限中的四分之一圓, 以及

x = au
y = bv

: S1 → R1

為一個一對一, 映成轉換, 如圖示, 且 Jacobian

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣ a 0
0 b

∣∣∣∣∣ = ab

因此, 根據 (1) 式, 經由變數變換公式

x = au, y = bv, dA = |ab|dudv
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由 (4) 式得

Q1 的體積 = c
∫∫

S1

√
1− u2 − v2 (ab)dudv

= abc
∫∫

S1

√
1− u2 − v2 dudv

因為區域 S1 可表示成 θ-簡單區域

S1 :

{
0 ≤ θ ≤ π/2
0 ≤ r ≤ 1

故經由極坐標型式的變數變換

u = r cos θ, v = r sin θ, dudv = rdrdθ

如圖示, 由上式得

Q1 的體積

= abc
∫ π/2

0

∫ 1

0

√
1− r2 rdrdθ

= abc
∫ π/2

0

(
−

1

2

)
·
2

3

(
1− r2

)3/2
∣∣∣∣1
0

dθ

= abc
∫ π/2

0

1

3
dθ =

1

3
abcθ

∣∣∣∣π/2

θ=0
=

1

6
πabc

因此, 根據對稱性,

橢圓體體積 = 8 · (Q1 的體積)

= 8 ·
(
1

6
πabc

)
=

4

3
πabc

12 中大數學系于振華



陽明醫學系微積分(99學年度) 補充單元 6: 變數變換

註. 若 a = b = c, 則橢圓體就是球體, 其體積為

4

3
πa3

與例 4 的結論一致.

註. 雙變數變數變換的概略證明. 設

x = g(u, v), y = h(u, v)

為一由 uv-平面上區域 S 至 xy-平面上區域 R 的一對

一, 映成轉換. 為方便計, 設 S 中由區間 [ui−1, ui] 與

[vj−1, vj] 所形成的小矩形 Sij 對應至 R 中的一個以

xi−1,j−1(M), xi,j−1(N), xi−1,j(Q), xi,j(P )

為端點的小區域 Rij, 其中

xi−1,j−1 = (g(ui−1, vj−1), h(ui−1, vj−1)) = M

xi,j−1 = (g(ui, vj−1), h(ui, vj−1)) = N

xi−1,j = (g(ui−1, vj), h(ui−1, vj)) = Q

xi,j = (g(ui, vj), h(ui, vj)) = P

如圖示, 則 Rij 的面積

∆Aij ≈ ∆A′ij

其中 ∆A′ij 為
−−→
MN 與

−−→
MQ 所形成的平行四邊形的面

積.
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又根據雙變數函數的線性近似

f(x, y)− f(x0, y0)

≈ fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

得

−−→
MN ≈ (gu(ui−1, vj−1), hu(ui−1, vj−1))∆ui

此乃因為橫軸坐標的差

g(ui, vj−1)− g(ui−1, vj−1)

≈ gu(ui−1, vj−1)(ui − uj−1)

+gv(ui−1, vj−1)(vj−1 − vj−1)

= gu(ui−1, vj−1)∆ui

以及縱軸坐標的差

h(ui, vj−1)− h(ui−1, vj−1)

≈ hu(ui−1, vj−1)(ui − uj−1)

+hv(ui−1, vj−1)(vj−1 − vj−1)

= hu(ui−1, vj−1)∆ui

所致. 同理,

−−→
MQ ≈ (gv(ui−1, vj−1), hv(ui−1, vj−1))∆vi

因為橫軸坐標的差

g(ui−1, vj)− g(ui−1, vj−1) ≈ gv(ui−1, vj−1)∆vi
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以及縱軸坐標的差

h(ui−1, vj)− h(ui−1, vj−1) ≈ hv(ui−1, vj−1)∆vi

所致. 故根據面積公式,

∆Aij ≈ ∆A′ij = |
−−→
MN ×

−−→
MQ|

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ gu(ui−1, vj−1) hu(ui−1, vj−1)

gv(ui−1, vj−1) hv(ui−1, vj−1)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∆ui∆vj

=

∣∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(ui−1,vj−1)

∆ui∆vj

因此, 根據二重積分的黎曼和極限定義,∫∫
R

f(x, y)dA ≈
∑
i,j

f(xi−1,j−1)∆Aij

≈
∑
i,j

f(g(u, v), h(u, v)) ·
∣∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(ui−1,vj−1)

∆ui∆vj

≈
∫∫

S
f(g(u, v), h(u, v))

∣∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)

∣∣∣∣∣ dA
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