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Chapter 16. Quadratic Programming

Introduction
具有二次目標函數和線性限制式的最佳化問題稱為二次規劃

(quadratic program)。這類問題本身就很重要，並且它們還作為
一般受限最佳化方法中的子問題而出現，例如序列二次規劃（第

18 章）、擴增拉格朗日方法（第 17 章）和內點法（第 19 章）。

一般的二次規劃（QP）可以陳述為：

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (1a)

subject to
aT

i x = bi if i P E , (1b)
aT

i x ě bi if i P I, (1c)

其中，G 是 n ˆ n 對稱矩陣，c, x P Rn，E 和 I 是有限的 index
set，而對所有的 i P E Y I，ai 為 Rn 向量而 bi 是實數。

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + cTx (1a)

subject to aT
i x = bi if i P E , (1b)

aT
i x ě bi if i P I, (1c)
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Chapter 16. Quadratic Programming

Introduction
二次規劃問題總是可以在有限的計算中解決（或顯示為無解），

但尋找解的困難度取決於目標函數的特性和不等式限制式的數

量。如果 Hessian 矩陣 G 是半正定的，我們稱 (1) 為凸 QP，在
這種情況下，問題在困難度上通常類似於線性規劃。嚴格凸 QP
是指其中 G 是正定的情況，而在 G 是一個不定 (indefinite) 矩陣
的情況 (1) 被稱為非凸 QP，非凸 QP 一般來說更具挑戰性，因
為它們可能有多個 stationary point 和局部最小值。

在本章中，我們主要聚焦於凸 QP。我們首先考慮二次規劃的一
個有趣應用。
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Introduction
Example (Portfolio optimization)
每位投資者都知道風險和報酬之間存在著一種平衡：為了增加

投資的預期報酬，投資者必須願意容忍更大的風險，投資組合

理論研究如何在給定 n 種可能的投資的情況下模擬這種平衡。
以 i = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n 表示不同的投資項目，對投資 i 的報酬設為
ri。報酬 ri 通常是未知的，通常被假設為依從常態分佈的隨機

變量。我們可以通過它們的期望值 µi = E [ri] 和變異數（方差）

σ2
i = E

[
(ri ´µi)2

]
來刻畫這些變數。變異數可衡量變數 ri 對其平

均值的波動程度，σi 愈大表示投資 i 風險愈高。這些報酬一般來
說不是獨立的，我們可以將報酬 i 與 j 之間的相關性定義如下：

ρij =
E [(ri ´ µi)(rj ´ µj)]

σi σj
for i, j = 1, 2, ¨ ¨ ¨ , n.
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Introduction
Example (cont’d)
相關性可以衡量投資 i 和投資 j 的報酬趨向於朝著相同方向移動
的程度。兩個報酬趨向一起上升和下降的投資具有正相關性；當

ρij 靠近 1 時，這兩個投資越接近。而報酬趨向於相反方向移動
的投資具有負相關性。

投資者通過將可用資金的一部分 xi 投入到投資 i 中（其中 i =
1, 2, ¨ ¨ ¨ , n）來構建投資組合。假設所有可用資金都被投資，而且

不允許空頭交易，那麼投資的限制條件為：
n
ÿ

i=1

xi = 1 且 x ě 0。

投資組合的報酬則由以下公式給出：

R =
n
ÿ

i=1

xiri .
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Introduction
Example (cont’d)
要衡量投資組合的吸引力，我們需要獲得報酬的平均和變異數等

指標。很容易看到報酬的期望值是

E [R ] = E
[

n
ÿ

i=1

xiri

]
=

n
ÿ

i=1

xiE [ri] = xTµ,

而報酬的變異數則由以下公式給出：

Var[R ] = E
[
(R ´ E [R ])2

]
=

n
ÿ

i=1

n
ÿ

j=1

xi xjσiσjρij = xTGx ,

其中 n ˆ n 的對稱正半定矩陣 G 並被稱為共變異（協方差）矩
陣，其 (i, j)-entry 為 Gij = ρijσiσj.

理想情況下，我們希望找到一個預期回報 xTµ 較大而變異數

xTGx 較小的投資組合。
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Introduction
Example (cont’d)
在 Markowitz [201] 提出的模型中，我們將這兩個目標結合為一
個單一的目標函數，並借助一個被表示為 κ 的 “風險容忍參數”，
通過解決以下問題

max xTµ ´ κxTGx subject to
n
ÿ

i=1

xi = 1, x ě 0.

來找到最優投資組合。非負參數 κ 的選擇取決於個別投資者的

偏好。保守的投資者更注重在投資組合中降低風險因而選擇較大

的 κ 值以增加目標函數中變異數度量的權重。更勇敢的投資者

則願意冒更多風險以獲得更高預期報酬，則會選擇較小的 κ 值。

在將這種投資組合優化技術應用於現實投資中的困難在於確定所

涉及投資的預期回報、方差和相關性。金融專業人士通常會將歷

史數據與他們自己的見解和期望相結合，以得出這些數量的值。
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
接下來我們開始討論 QP 演算法，首先考慮僅存在等式限制的情
況。這個特殊情況的技術同樣適用於具有不等式限制的問題，因

為正如我們稍後會在本章中看到的，一些用於一般 QP 的算法在
每次迭代中需要解一個等式限制的 QP。
‚ Properties of equality-constrained QPs
為了簡單起見，我們將等式限制以矩陣形式表示，並將等式限制

的 QP 表述如下：
min

x
q(x) ”

1

2
xTGx + xTc (2a)

subject to Ax = b (2b)
其中 A 是限制函數的 m ˆ n Jacobian 矩陣（其中 m ď n），b 是
Rm 中的向量，而 A 的第 i 列是 aT

i 而 b 的第 i 個分量為 bi。我

們先假設 A 有滿秩 (full rank) – 所以 rank(A) = m，因此限制式
(2b) consistent。我們會在 §16.8 討論 A 秩不足的情況。

min
x

q(x) ”
1

2
xTGx + xTc (2a)

subject to Ax = b, (2b)
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
由課本定理 12.1（即給出 KKT 條件的定理，見下頁複習），若
x˚ 是 (2)的解，則一階必要條件表明，存在一個被稱為 Lagrange
乘子向量 (Lagrange multiplier vector) 的向量 λ˚ 滿足方程組[

G ´AT

A 0

] [
x˚

λ˚

]
=

[
´c
b

]
. (3)

系統 (3) 可以通過將 x˚ 表示為 x˚ = x + p 的形式進行重寫，其
中 x 是解的某些估計，p 是所需的步進量。引入這些符號並重新
排列方程，我們得到[

G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

其中
h = Ax ´ b, g = c + Gx, p = x˚ ´ x . (5)

將 (3) 改寫為 (4) 對於計算來說是有用的。

[
G ´AT

A 0

] [
x˚

λ˚

]
=

[
´c
b

]
. (3)

[
G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

h = Ax ´ b, g = c + Gx, p = x˚ ´ x . (5)
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Theorem 12.1 – KKT conditions
Theorem (First-Order Necessary Conditions)
Suppose that x˚ is a local solution of problem

min
xPRn

f (x) subject to
#

ci (x) = 0, i P E ,

ci (x) ě 0, i P I ,
(1)12

that the functions f and ci in (1)12 are continuously differentiable,
and that the LICQ holds at x˚. Then there is a Lagrange multiplier
vector λ˚, with components λ˚

i , i P E Y I, such that the following
conditions are satisfied.

∇xL(x˚, λ˚) = 0 , (32a)12
ci (x˚) = 0 for all i P E , (32b)12
ci (x˚) ě 0 for all i P I, (32c)12

λ˚
i ě 0 for all i P I, (32d)12

λ˚
i ci (x˚) = 0 for all i P E Y I. (32e)12

∇xL(x˚, λ˚) = 0 , (32a)

ci (x˚) = 0 for all i P E , (32b)

ci (x˚) ě 0 for all i P I, (32c)

λ˚
i ě 0 for all i P I, (32d)

λ˚
i ci (x˚) = 0 for all i P E Y I. (32e)
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
在 (4) 中的矩陣被稱為 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 矩陣，而下
面的結果給出了其為 non-singular 的一個充分條件。跟第 15 章
一樣，我們使用 Z 表示 “其行向量集構成 A 的 null space 的一組
基底” 的 n ˆ (n ´ m) 矩陣；亦即 Z 滿足 AZ = 0 且有滿秩。

Lemma
Let A have full row rank, and assume that the reduced-Hessian
matrix Z TGZ is positive definite. Then the KKT matrix

K =

[
G AT

A 0

]
(6)

is non-singular, and hence for each b and c there is a unique vector
pair (x˚, λ˚) satisfying[

G ´AT

A 0

] [
x˚

λ˚

]
=

[
´c
b

]
. (3)
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Proof.
Suppose there are vectors w and v such that[

G AT

A 0

] [
w
v

]
= 0 . (7)

Then Aw = 0; thus from (7) we have that

0 =

[
w
v

]T [
G AT

A 0

] [
w
v

]
= wTGw .

Since w lies in the null space of A, it can be written as w = Zu for
some vector u PRn´m. Therefore, we have 0 = wTGw = uTZ TGZu,
which by positive definiteness of Z TGZ implies that u = 0. There-
fore, w = 0, and by (7), ATv = 0. Full row rank of A then implies
that v = 0. We conclude that equation (7) is satisfied only if w = 0

and v = 0, so the matrix is non-singular, as claimed. ˝
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Example
Consider the quadratic programming problem

min q(x) = 3x 2
1 +

5

2
x 2
2 + 2x 2

3 + 2x1x2 + 1x1x3 + 2x2x3
´8x1 ´ 3x2 ´ 3x3

subject to x1 + x3 = 3, x2 + x3 = 0. (8)

We can write this problem in the form (2) by defining

G =

 6 2 1
2 5 2
1 2 4

, c =

 ´8
´3
´3

, A =

[
1 0 1
0 1 1

]
, b =

[
3
0

]
.

The solution x˚ and optimal Lagrange multiplier vector λ˚ are given
by

x˚ = (2,´1, 1)T, λ˚ = (3,´2)T.

subject to x1 + x3 = 3, x2 + x3 = 0. (8)
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x 2
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5
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Example (cont’d)
In this example, the matrix G is positive definite, and the null-space
basis matrix is given by

Z = (´1,´1, 1)T. (9)

我們已經看到，當滿足前面 lemma 的條件時，存在唯一的向量
(x˚, λ˚) 滿足 (2) 的一階必要條件。實際上，二階充分條件（定
理 12.6 – 見下頁）在 (x˚, λ˚) 也被滿足，因此 x˚ 是 (2) 的嚴格
局部最小值。實際上，我們可以使用直接的方法來證明 x˚ 是 (2)
的 global solution。
Theorem
Let A have full row rank and assume that the reduced-Hessian matrix
Z TGZ is positive definite. Then the vector x˚ satisfying (3) is the
unique global solution of (2).

Z = (´1,´1, 1)T. (9)
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Theorem 12.6 – Second-Order Conditions
Theorem (Second-Order Sufficient Conditions)
Suppose that for some feasible point x˚ P Rn there is a Lagrange
multiplier vector λ˚ such that the KKT conditions

∇xL(x˚, λ˚) = 0 , (32a)12
ci (x˚) = 0 for all i P E , (32b)12
ci (x˚) ě 0 for all i P I, (32c)12

λ˚
i ě 0 for all i P I, (32d)12

λ˚
i ci (x˚) = 0 for all i P E Y I. (32e)12

are satisfied. Suppose also that
wT∇2

xxL(x˚, λ˚)w ą 0 for all w P C(x˚, λ˚)zt0u . (60)12

Then x˚ is a strict local solution for

min
xPRn

f (x) subject to
#

ci (x) = 0, i P E ,

ci (x) ě 0, i P I .
(1)12
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Example (cont’d)
In this example, the matrix G is positive definite, and the null-space
basis matrix is given by

Z = (´1,´1, 1)T. (9)

我們已經看到，當滿足前面 lemma 的條件時，存在唯一的向量
(x˚, λ˚) 滿足 (2) 的一階必要條件。實際上，二階充分條件（定
理 12.6 – 見上頁）在 (x˚, λ˚) 也被滿足，因此 x˚ 是 (2) 的嚴格
局部最小值。實際上，我們可以使用直接的方法來證明 x˚ 是 (2)
的 global solution。
Theorem
Let A have full row rank and assume that the reduced-Hessian matrix
Z TGZ is positive definite. Then the vector x˚ satisfying (3) is the
unique global solution of (2).
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Proof.
Let x be any other feasible point (satisfying Ax = b), and as before,
let p denote the difference x˚ ´ x. Since Ax˚ = Ax = b, we have
that Ap = 0. By substituting into the objective function (2a), we
obtain

q(x) = 1

2
(x˚ ´ p)TG(x˚ ´ p) + cT(x˚ ´ p)

=
1

2
pTGp ´ pTGx˚ ´ cTp + q(x˚) .

(10)

From (3) we have that Gx˚ = ´c+ATλ˚, so from Ap = 0 we have

pTGx˚ = pT(´c + ATλ˚) = ´pTc .

By substituting this relation into (10), we obtain

q(x) = 1

2
pTGp + q(x˚) . ˝
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§16.1 Equality-Constrained Quadratic Programs
Proof (cont’d).
Since p lies in the null space of A, we can write p = Zu for some
vector u P Rn´m, so that

q(x) = 1

2
uTZ TGZu + q(x˚) .

By positive definiteness of Z TGZ, we conclude that q(x) ą q(x˚)

except when u = 0; that is, when x = x˚. Therefore, x˚ is the
unique global solution of (2). ˝

當 reduced-Hessian 矩陣 Z TGZ 是半正定且有零特徵值時，滿
足 (3) 的向量 x˚ 是一個局部 minimizer，但不是一個嚴格的
minimizer。如果 reduced-Hessian 矩陣有負特徵值，那麼 x˚ 只是

一個 stationary point，而不是局部 minimizer。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
在本節中，我們討論求解 KKT 系統 (4) 的高效方法。第一個重

要的觀察是，如果 m ě 1，那麼 KKT 矩陣
[

G AT

A 0

]
總是不定

的 (indefinite)。我們將對稱矩陣 K 的 inertia 定義為表示正、負
和零特徵值數量的三元組，亦即

inertia(K) = (n+, n´, n0) .

以下結果刻畫了 KKT 矩陣的 inertia。
Theorem
Let K be the KKT matrix defined by (6), and suppose that A has
full row rank m. Then

inertia(K) = inertia(Z TGZ ) + (m,m, 0).

因此，如果 Z TGZ 是正定的，那麼 inertia(K) = (n,m, 0).
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
這個結果的證明可以在 [111] 中找到（在本課程不予證明）。注
意，這個定理的假設在前一個例子中是滿足的。因此，如果我們

使用這個例子的數據構造 5 ˆ 5 KKT 矩陣

K =


6 2 1 1 0
2 5 2 0 1
1 2 4 1 1
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0


我們可得到 inertia(K) = (3, 2, 0)。

由前述定理可知當 A 有滿秩時，KKT 矩陣 K 是正負未定的（因
inertia(K) 的前兩個分量必為正），接下來我們描述解決 (4) 的主
要直接技術。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
‚ Factoring the full KKT system
解 KKT 系統 [

G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

的一種方法是對整個 KKT 矩陣進行三角分解，然後對三角因
子進行 backward 和 forward substitution。由於 KKT 矩陣是正負
未定的關係，我們不能使用 Cholesky 分解。我們可以使用具有
partial pivoting 的高斯消去法（或其稀疏變體）來進行 LU 分解
以獲得 L 和 U 因子，但這種方法的缺點是忽略了對稱性。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
在這種情況下最有效的策略是使用 symmetric indefinite factoriza-
tion。對於一個一般的對稱矩陣 K，這種因子分解形式為：

PTKP = LBLT, (11)

其中 P 是一個 permutation 矩陣，L 是單位下三角矩陣，B 是帶
有 1 ˆ 1 或 2 ˆ 2 block 的 block-diagonal 矩陣。矩陣 P 的引入
是為了計算的數值穩定性，並且在 K 是大型稀疏矩陣的情況下
該分解也可以保持稀疏性。Symmetric indefinite factorization (11)
的計算成本通常約為稀疏高斯消去的一半。
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§16.2 Direct Solution of the KKT System
為了求解 KKT系統 (4)，我們首先計算 K的 symmetric indefinite
factorization (11)。然後，我們執行以下操作順序來得到解：

1 solve Lz = PT
[

g
h

]
to obtain z;

2 solve Bẑ = z to obtain ẑ;
3 solve LTz̄ = ẑ to obtain z̄;
4 set

[
´p
λ˚

]
= Pz̄.

由於與排列矩陣 P 和 PT 的相乘可以通過簡單地重新排列向量

分量來執行，所以這部份計算量較少。解系統 Bẑ = z 意味著解
一些小的 1ˆ 1 和 2ˆ 2 系統，因此操作次數是系統維度 (m+ n)
的一個小倍數，同樣是計算量比較少的。使用 L 和 LT 進行三角

替換的成本較高。它們的確切成本取決於稀疏度的程度，但通常

顯著低於執行 symmetric indefinite factorization (11) 的成本。
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§16.2 Direct Solution of the KKT System
這種對完整的 (n + m) ˆ (n + m) KKT 矩陣 (6) 進行分解的方法
對許多問題都非常有效。然而，當基於經驗和直覺所選擇排列矩

陣 P 無法保持 L 因子的稀疏性時，這種方法的計算量可能會非
常大，使得 L 比原始係數矩陣 K 更加密集。

‚ Schur-Complement method
假設 G 是正定的，我們可以將 (4) 中的第一個方程式乘以 AG´1

然後減去第二個方程式，得到僅包含向量 λ˚ 的線性系統：

(AG´1AT)λ˚ = (AG´1g ´ h). (12)

我們解這個對稱正定系統以獲得 λ˚，然後通過解 (4) 的第一個
方程式

Gp = ATλ˚ ´ g (13)
而取得 p。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
上述方法要求我們進行 G´1的操作，並計算mˆm矩陣 AG´1AT

的分解。因此，這種方法在以下情況下最有用：

‚ G 是 well-conditioned 且容易進行逆運算時（例如，當 G 是
diagonal 或 block-diagonal 時）；或

‚ 透過 quasi-Newton 更新公式明確知道了 G´1；或

‚ 等式限制數量 m 較小，這樣形成矩陣 AG´1AT 所需的反向

求解次數不會太大。

“Schur-Complement方法＂的名稱源於以下事實：矩陣 ´AG´1AT

是 KKT 矩陣 K 中子方陣 G 的 Schur complement，而引進 G 的
Schur complement 後可將 KKT 矩陣 K 拆解成

K =

[
G AT

A 0

]
=

[
I 0

AG´1 I

] [
G AT

0 ´AG´1AT

]
.
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§16.2 Direct Solution of the KKT System
亦即通過對 (6)使用 G作為 pivot進行 block Gaussian elimination，
我們可拆解 KKT 矩陣 K 並將原 KKT 系統[

G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

改寫為 [
I 0

AG´1 I

] [
G AT

0 ´AG´1AT

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
進而反解得到以下的 block upper triangular 系統[

G AT

0 ´AG´1AT

] [
´p
λ˚

]
=

[
g

h ´ AG´1g

]
.

(12) 與 (13) 式即是通過將這種 block elimination 技術應用於系
統 (4) 並執行 block backsolve 而得到的。
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Schur Compelement
在線性代數術語中，所謂的 Schur complement 是針對一個方陣
的子方陣來說的。給定一個方陣 M，將其分成四個 blocks 寫成

M =

[
A B
C D

]
,

其中 A, D 為方陣，而 B, CT 為同樣大小的矩陣。針對方陣 M
的兩個子方陣 A 與 D，我們有：

1 若 A 可逆，則 A 的 Schur complement 為 D ´ CA´1B。
2 若 D 可逆，則 D 的 Schur complement 為 A ´ BD´1C。
引進 Schur complement 是為了將具備 Schur complement 子方陣
的方陣進行 block triangular 分解。同時若 Schur complement 是
可逆的，則原（大）方陣的反矩陣也可以有公式解，如下頁所

述。
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Chapter 16. Quadratic Programming

Schur Compelement
1 若 A 可逆時，則

M =

[
A B
C D

]
=

[
I 0

CA´1 I

] [
A B
0 D ´ CA´1B

]
.

若更進一步 A的 Schur complement可逆，則 M的反矩陣為[
A´1+A´1B(D ´ CA´1B)´1CA´1 ´A´1B(D´CA´1B)´1

´(D´CA´1B)´1CA´1 (D´CA´1B)´1

]
.

2 若 D 可逆時，則[
A B
C D

]
=

[
A ´ BD´1C B

0 D

] [
I 0

D´1C I

]
若更進一步 D的 Schur complement可逆，則 M的反矩陣為[

(A´BD´1C)´1 ´(A´BD´1C)´1BD´1

´D´1C(A´BD´1C)´1 D´1+D´1C(A´BD´1C)´1BD´1

]
.
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§16.2 Direct Solution of the KKT System
若使用前述 Schur complement 來推導 (4) 中 KKT 矩陣的反矩
陣，我們得到 [

G AT

A 0

]´1

=

[
C E

ET F

]
,

其中
C = G´1 ´ G´1AT(AG´1AT)´1AG´1,

E = G´1AT(AG´1AT)´1,

F = ´(AG´1AT)´1.

KKT 系統 [
G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

的解可以通過將 (4) 中等號兩側左乘以上述的反矩陣後而得。適
當地將上述計算分組即為 (12) 與 (13) 二式。
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§16.2 Direct Solution of the KKT System
‚ Null-Space method
Null-space方法不需要假設 G的可逆性，因此比 Schur-complement
方法有更廣泛的應用。它僅假設前述 lemma 的條件成立，即 A
有滿秩且 Z TGZ 是正定的。然而，它需要知道 null space 基底矩
陣 Z。像 Schur-complement 方法一樣，它利用了 KKT 系統中的
block 結構，將 (4) decouple 為兩個較小的系統。

將 (4) 中的向量 p 寫為
p = YpY + ZpZ , (14)

其中 Z 是 n ˆ (n ´ m) null-space 基底矩陣，Y 是使得 [Y ...Z ] 為

可逆方陣的任一 n ˆ m 矩陣，pY 是一個 m 維向量，pZ 是一個

(n ´ m) 維向量。我們已在 §15.3 中討論過矩陣 Y 和 Z，其中圖
15.4（見下頁）顯示 YxY 是 Ax = b 的一個特解，而 ZxZ 是沿著

這些限制的位移。
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Chapter 16. Quadratic Programming

圖 15.4 from Chapter 15

Figure 15.4: General elimination: Case in which A P R1ˆ3, showing
the particular solution and a step in the null space of A.
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
將形式為 (14) 的 p 代入 (4) 的第二個方程並使用 AZ = 0，可得

(AY )pY = ´h . (15)

由於 A 的秩為 m 且 [Y ...Z ] 是一個 n ˆ n 可逆矩陣，所以乘積
A [Y ...Z ] = [AY ...0] 的秩為 m。因此，AY 是一個 m ˆ m 可逆矩
陣，所以 pY 可由解方程 (15) 而得。與此同時，我們可以將形式
為 (14) 的 p 代入 (4) 的第一個方程而得到

´GYpY ´ GZpZ + ATλ˚ = g

並進一步在上式等號兩側左乘 Z T（並注意到 Z TAT = 0）而得

(Z TGZ )pZ = ´Z TGYpY ´ Z Tg . (16)

因為 reduced-Hessian矩陣 Z TGZ是正定的，可對其進行 Cholesky
分解來解 (16) 這個系統，從而確定 pZ。由此，我們可以計算總

步進量 p = YpY + ZpZ。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
對於 Lagrange 乘子向量 λ˚，我們可以將 KKT 系統 (4) 中的第
一個方程左乘 YT 而得到方程組

(AY )Tλ˚ = YT(g + Gp) . (17)
由於 AY 可逆，解上述系統便可以得到 λ˚。

Example
Consider the problem

min q(x) = 3x 2
1 +

5

2
x 2
2 + 2x 2

3 + 2x1x2 + 1x1x3 + 2x2x3
´8x1 ´ 3x2 ´ 3x3

subject to x1 + x3 = 3, x2 + x3 = 0 . (8)

given in previous example. Recall that

Z = (´1,´1, 1)T. (9)
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
Example (cont’d)
We can choose

Y =

 2/3 ´1/3
´1/3 2/3
1/3 1/3


so that [Y ...Z ] is non-singular and AY = I.

Suppose we have x = (0, 0, 0)T in (5). Then

h = Ax ´ b = ´b, g = c + Gx = c =

 ´8
´3
´3

.
Simple calculation shows that

pY =
[

3
0

]
, pZ = [0],

so that
p = x˚ ´ x = YpY + ZpZ =

 2
´1
1

.
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
Example (cont’d)
After recovering λ˚ from (17), we conclude that

x˚ = (2,´1, 1)T, λ˚ = (3,´2)T.

當 n ´ m 較小時，null-space 方法可能非常有效。Null-space 方法
的主要限制在於需要計算基底矩陣 Z，而正如我們在第 15 章中
所見，其在某些大型問題中可能需要花費很大的計算量才能得

到。此外基底矩陣 Z 不是唯一的，若選擇不當，縮減系統
(Z TGZ )pZ = ´Z TGYpY ´ Z Tg (16)

可能為 ill conditioned。若 Z 的行向量構成 A 之 null space 的
orthonormal 基底，則 Z TGZ 的條件數通常至少與 G 本身一樣
好，但如此的 Z 一般只可能在中小型問題中取得。當 A 大且稀
疏時，orthonormal的 Z難以計算，導致我們常被迫使用第 15章
中描述的不太可靠的 Z。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.2 Direct Solution of the KKT System
很難對於 null-spae 方法和 Schur-complement 方法的相對效果給
出確切的規則，因為諸如計算 Z 的過程中填充等因素在相同維
度的問題中也會存在顯著差異。一般來說，如果G 是正定的且
AG´1AT 可能因為 G 易於進行逆運算或是因為 m 相對於 n 為
小而可以用較小的計算量求得時，則我們可以推薦使用 Schur-
complement 方法。否則，通常更喜歡使用 null-space 方法，特別
是當計算 G 的分解比計算基底矩陣 Z 以及 Z TGZ 的分解計算量
更大時。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
在前一節討論的直接分解技術的替代方法是使用迭代方法來

解 KKT 系統 (4)。迭代方法適用於解決非常大的系統，並且通
常適於平行化。共軛梯度 (CG) 方法不建議用於解決原始的完
整系統 (4)，因為在非正定系統上可能不穩定。更好的選擇是
Krylov 方法，適用於一般的線性或對稱不定系統。候選方法包括
GMRES、QMR 和 LSQR 方法；請參見章末的附註和參考資料。
其他迭代方法可以從 null-space 方法中衍生出來，通過將共軛梯
度方法應用於縮減系統 (16)。這類方法是第 18 和 19 章算法的
關鍵，並在本節的其餘部分進行討論。在接下來的討論中，我們

始終假設 Z TGZ 是正定的。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
‚ CG applied to the reduced system
我們開始討論

min
x

q(x) ”
1

2
xTGx + xTc subject to Ax = b (2)

的迭代 null-space 方法。首先將 (2) 的解表示為
x˚ = YxY + ZxZ , (18)

其中 xZ P Rn´m, xY P Rm 為待求向量，而限制式 Ax = b 可推得
AYxY = b , (19)

這確定了向量 xY。在第 15 章描述了各種實用的 Y 的選擇，其
中的一些選擇可讓求解 (19) 較為經濟（計算量較小）。將 (18)
代入 (2) 可得 xZ 為無受限縮減問題

min
xZ

1

2
xT

Z Z TGZxZ + xT
Z cZ ,

的解，其中
cZ = Z TGYxY + Z Tc .
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
此無受限優化問題的解 xZ 滿足線性系統

Z TGZxZ = ´cZ . (20)

由於 Z TGZ 是正定的，我們可以將 CG 方法應用於這個線性系
統，並將 xZ 代入 (18) 中以求得 (2) 的解。

正如第 5 章中所討論的，preconditioning 可以提高 CG 迭代的
收斂速度，因此我們假設已經給定一個 preconditioner WZZ – 此
preconditioner WZZ 是個使 W ´1/2

ZZ (Z TGZ)W ´1/2
ZZ 的最大與最小特

徵值的比值接近 1（或說是條件數接近 1）的 (n´m)ˆ(n´m)對

稱正定矩陣。應用於 (20) 的 preconditioned CG 方法 (Algorithm
5.3) 如下頁所示 – 在此我們用 dZ 表示 CG 迭代生成的步驟。
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Chapter 16. Quadratic Programming

Preconditioned CG from Chapter 5
Algorithm 5.3 (Preconditioned CG)

Given x0, preconditioner M;
Set r0 Ð Ax0 ´ b, solve My0 = r0 for y0;
Set p0 = ´y0, k Ð 0;
while rk ‰ 0

αk Ð
rT
k yk

pT
k Apk

; (39a)5
xk+1 Ð xk + αkpk ; (39b)5
rk+1 Ð rk + αkApk ; (39c)5

Solve Myk+1 = rk+1; (39d)5

βk+1 Ð
rT
k+1yk+1

rT
k yk

; (39e)5
pk+1 Ð ´yk+1 + βk+1pk ; (39e)5

k Ð k + 1 ; (39f)5
end (while)

αk Ð
rT
k yk

pT
k Apk

; (39a)

xk+1 Ð xk + αkpk ; (39b)

rk+1 Ð rk + αkApk ; (39c)

Solve Myk+1 = rk+1; (39d)

βk+1 Ð
rT
k+1yk+1

rT
k yk

; (39e)

pk+1 Ð ´yk+1 + βk+1pk ; (39f)

k Ð k + 1 ; (39g)
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
Algorithm 16.1 (Preconditioned CG for Reduced Systems).

Choose an initial point xZ ;
Compute rZ = Z TGZxZ + cZ , gZ = W ´1

ZZ rZ , and dZ = ´gZ ;
repeat

α Ð rT
Z gZ/dT

Z Z TGZdZ ;

xZ Ð xZ + αdZ ;

r+Z Ð rZ + αZ TGZdZ ;

g+Z Ð W ´1
ZZ r+Z ;

β Ð (r+Z )
Tg+Z /rT

Z gZ ;

dZ Ð ´g+Z + βdZ ;

gZ Ð g+Z ; rZ Ð r+Z ;

until a termination test is satisfied.
可行的停止法則之一：當 rT

Z W ´1
ZZ rZ 足夠小時終止迭代。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
在這個方法中，並不需要真正地形成 reduced-Hessian Z TGZ，因
為 CG 方法只需要我們計算涉及該矩陣的矩陣與向量乘積。實際
上，只要我們能夠計算 Z 和 Z T 與任意向量的乘積，就不需要

Z 的完整表示。對於某些 Z 的選擇，這些乘積的計算量比算 Z
本身要少得多，正如我們在第 15 章中所見。

理想的 preconditioner 會使得 W ´1/2
ZZ (Z TGZ )W ´1/2

ZZ = I，亦即
WZZ = Z TGZ。在這個理想的基礎上，我們考慮形如

WZZ = Z THZ (21)

的 preconditioner，其中 H 是一個使得 Z THZ 為正定矩陣的對稱
矩陣。下面我們將討論一些 H 的選擇。形如 (21) 的 precondi-
tioner 允許我們在 n 維空間應用 CG 方法，接下來我們將進一步
討論。
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§16.3 Iterative Solution of the KKT System
‚ The projected CG method
如果使用形如

WZZ = Z THZ (21)

的 preconditioner 和 Ax = b 的特解，我們可以修改 Algorithm
16.1 設計一種無需操作基底矩陣 Z 的方法。這種方法不受 A 是
ill-conditioned 或 Z 選擇不佳的影響。

為了寫下此形式的 CG 演算法，我們定義了 scaled n ˆ n 投影矩
陣 P 如下：

P = Z(Z THZ)´1Z T, (22)
其中 H是形如 (21)的 preconditioner中的 preconditioning matrix。
在 n 維空間中，CG 迭代如下頁所述。
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§16.3 Iterative Solution of the KKT System
Algorithm 16.2 (Projected CG Method).

Choose an initial point x satisfying Ax = b ;
Compute r = Gx + c, g = Pr, and d = ´g ;
repeat

α Ð rTg/dTGd ; (23a)
x Ð x + αd ; (23b)

r+ Ð r + αGd ; (23c)
g+ Ð Pr+; (23d)
β Ð (r+)Tg+/rTg ; (23e)
d Ð ´g+ + βd ; (23f)
g Ð g+; r Ð r+; (23g)

until a convergence test is satisfied.
一個實用的停止法則是在 rTg = rTPr 夠小時終止迭代。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
在 Algorithm 16.2 中出現的 g+（或是 g）被稱為 preconditioned
residual。由於 g+ 在 A 的 null space 中。因此，由 Algorithm
16.2 生成的所有搜索方向 d 也都位於 A 的 null space 中，因此
迭代 x 都滿足 Ax = b。如果 Z TGZ 和 Z THZ 都是正定的，那麼
Algorithm 16.2 中的迭代是 well-defined（意即在 (23a) 與 (23e)
中的分母在未達停止法則前都非零）。我們也可以通過

x˚ = YxY + ZxZ (18)
來驗證由 Algorithm 16.2 生成的迭代 x 與 Algorithm 16.1 的迭代
xZ 之間的關係。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
在 Algorithm 16.2 中 null-space 基底矩陣 Z 僅出現在投影矩陣

P = Z(Z THZ)´1Z T (22)

中，然而我們的目標是不需要用到基底矩陣 Z 的完整表示而計
算 Pr+。以下我們針對

1 H = I；
2 H 的選擇使得 preconditioner WZZ ” Z THZ 正定；
這兩個情況來討論如何在不知 Z 的確切形式下計算 Pr+。一般
來說，H = I 和 H = diag(|Gii|) 是 preconditioning matrix H 的兩
個簡單選擇，但在某些應用中，將 H 定義為 G 的 block diagonal
子矩陣也是可行的。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
首先考慮 H = I 的情況，並以 PI 來表示這種特殊情況的 P。這
樣PI 就是 A 的 null space 的正交投影，即

PI = Z(Z TZ)´1Z T .

在 (23d) 式中，preconditioned residual g+ = PIr+ 的計算可以通
過兩種方式進行。第一種方式是通過等價公式來表示 PI，即

PI = I ´ AT(AAT)´1A .

由此，我們可以計算 g+ = PIr+：我們可以將 g+ 表示成 g+ =

r+ ´ ATv+，其中 v+ 是系統

AATv+ = Ar+ (24)

的解。這種計算投影 g+ = PIr+ 的方法稱為 normal equation 方
法，而系統 (24) 可以通過對 AAT 進行 Cholesky 分解來求解。
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§16.3 Iterative Solution of the KKT System
第二種方法是將

g+ = Pr+ = Z(Z TZ)´1Z Tr+ = r+ ´ ATv+

表示為擴充系統的解[
I AT

A 0

] [
g+
v+

]
=

[
r+
0

]
. (25)

如前所述，這個系統可以通過 symmetric indefinite factorization
求解。我們將這種方法稱為擴充系統 (augmented system)方法。
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§16.3 Iterative Solution of the KKT System
現在我們假設 preconditioning matrix H 具有一般形式。

1 當 H 可逆時，我們可以使用公式
g+ = Pr+, where P = H´1

(
I ´ AT(AH´1AT)´1AH´1

)
(26)

計算 g+。然而若 H´1 沒有簡單形式時，(26) 可能不好用。
2 若（H 不可逆但）對於 A 的 null space 中的所有非零向量 z
都有 z THz ‰ 0 時，我們可以將 g+ 找作系統的解[

H AT

A 0

] [
g+
v+

]
=

[
r+
0

]
. (27)

注意到 (27) 是 (25) 的一個推廣。
通過取 H = G，我們可以獲得一個 “完美” 的 preconditioner，但
也可以選擇其它使得 Z THZ 是正定的 H。(27) 式中的矩陣通常
被稱為 constraint preconditioner。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.3 Iterative Solution of the KKT System
前述計算投影的這些方法中，都沒有使用 null-space 基底矩陣 Z
而只需要進行涉及 A 的矩陣分解。更重要的是，所有這些分解
都能幫助我們計算滿足 Ax = b 的初始點。

1 計算 g+ = PIr+ 的過程倚賴於從中我們可以計算出 x =

AT(AAT)´1b 的 AAT 的分解；

2 在解 (25) 和 (27) 時所用的矩陣分解使我們可以通過解[
I AT

A 0

] [
x
y

]
=

[
0
b

]
or

[
H AT

A 0

] [
x
y

]
=

[
0
b

]
找到一個合適的 x。

因此，我們可以在執行投影運算所需的矩陣分解的基礎上進行

一次反解而計算出 Algorithm 16.2 的初始點。不過，這些計算
g+ 的方法可能會產生顯著的捨入誤差，因此建議使用 iterative
refinement 來提高準確性。
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
在本章的剩餘部分，我們將討論幾類解同時包含不等式和等式限

制的凸 QP 的演算法。
1 自 1970 年代以來，active-set 方法已被廣泛使用，對於小型
和中型問題非常有效。它們允許有效地檢測問題的無界性和

不可行性，並且通常給出對最佳 active set 的準確估計。
2 內點法是近年來才變得流行，主要流行於 1990 年代。它們
非常適合解決大型問題，但在必須解決一系列相關的 QP 問
題時可能不是最有效的。

我們也將研究了一種被稱為梯度投影方法 (gradient projection
method) 的特殊類型 active-set 方法，這種方法在問題中的唯一
限制條件是給定變數的上下界時最為有效。
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
‚ Optimality conditions for inequality-constrained problems
進行進一步討論前，我們先簡要回顧不等式限制 QP 的最優條
件，然後討論一些解的一些不太明顯的性質。

課本定理 12.1（即給出 KKT 條件的定理）可以應用於問題 (1)：

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (1a)

subject to
aT

i x = bi if i P E , (1b)
aT

i x ě bi if i P I. (1c)

注意到這個問題的 Lagrangian 為

L(x, λ) = 1

2
xTGx + xTc ´

ÿ

i PIYE
λi(aT

i x ´ bi) .
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Theorem 12.1 – KKT conditions
Theorem (First-Order Necessary Conditions)
Suppose that x˚ is a local solution of problem

min
xPRn

f (x) subject to
#

ci (x) = 0, i P E ,

ci (x) ě 0, i P I ,
(1)12

that the functions f and ci in (1)12 are continuously differentiable,
and that the LICQ holds at x˚. Then there is a Lagrange multiplier
vector λ˚, with components λ˚

i , i P E Y I, such that the following
conditions are satisfied.

∇xL(x˚, λ˚) = 0 , (32a)12
ci (x˚) = 0 for all i P E , (32b)12
ci (x˚) ě 0 for all i P I, (32c)12

λ˚
i ě 0 for all i P I, (32d)12

λ˚
i ci (x˚) = 0 for all i P E Y I. (32e)12
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
通過將 KKT 條件 (32c)12 用於 (1) 上，我們發現任何 (1) 的解
x˚ 都滿足以下的一階條件：存在 Lagrange 乘子 λ˚

i 使得

Gx˚ + c ´
ÿ

i PA(x )̊

λ˚
i ai = 0 , (28a)

aT
i x˚ = bi for all i P A(x˚) , (28b)

aT
i x˚ ě bi for all i P I zA(x˚) , (28c)

λ˚
i ě 0 for all i P I X A(x˚) , (28d)

其中 active set A(x˚) 是在 x˚ 位置限制式等式成立的所有 index
所形成的集合，亦即

A(x˚) =
␣

i P E Y I
ˇ

ˇ aT
i x˚ = bi

(

. (29)
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
一個技術上的細節是：在課本定理 12.1 中，我們假設了線性
獨立限制資格條件（LICQ）得到滿足。如 §12.6 所述，如果我
們將 LICQ 替換為其他限制資格條件，例如限制式為線性限制
時，則該定理仍然成立。由於在 QP 中限制式皆為線性限制，因
此在上面給出的 QP 最優條件中，我們無需假設在解處 active
constraint gradients 是線性獨立的。

對於凸 QP，當 G 是半正定時，條件 (28) 實際上是 x˚ 成為

global solution 的充分條件，如下定理所示。
Theorem
If x˚ satisfies the conditions (28) for some λ˚

i , i P A(x˚), and G is
positive semi-definite, then x˚ is a global solution of (1).

也就是說，對於凸 QP 而言 KKT point 即為 global solution。
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
Proof.
If x is any other feasible point for (1), we have that aT

i x = bi for all
i P E and aT

i x ě bi for all i P A(x˚) X I. Hence, aT
i (x ´ x˚) = 0

for all i P E and aT
i (x ´ x˚) ě 0 for all i P A(x˚) X I. Using these

relationships, together with (28a) and (28d), we have that
(x´x˚)

T(Gx˚+c) =
ÿ

i PE
λ˚

i aT
i (x´x˚)+

ÿ

i PA(x )̊XI
λ˚

i aT
i (x´x˚)ě 0 . (30)

By elementary manipulation, we find that
q(x) = q(x˚) + (x ´ x˚)

T(Gx˚ + c) + 1

2
(x ´ x˚)

TG(x ´ x˚)

ě q(x˚) +
1

2
(x ´ x˚)

TG(x ´ x˚) ě q(x˚) ,

where the first inequality follows from (30) and the second inequality
follows from positive semi-definiteness of G. We have shown that
q(x) ě q(x˚) for any feasible x, so x˚ is a global solution. ˝
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Proof.
If x is any other feasible point for (1), we have that aT

i x = bi for all
i P E and aT

i x ě bi for all i P A(x˚) X I. Hence, aT
i (x ´ x˚) = 0

for all i P E and aT
i (x ´ x˚) ě 0 for all i P A(x˚) X I. Using these

relationships, together with (28a) and (28d), we have that
(x´x˚)

T(Gx˚+c) =
ÿ

i PE
λ˚

i aT
i (x´x˚)+

ÿ

i PA(x )̊XI
λ˚

i aT
i (x´x˚)ě 0 . (30)
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T(Gx˚ + c) + 1

2
(x ´ x˚)
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1

2
(x ´ x˚)

TG(x ´ x˚) ě q(x˚) ,
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.4 Inequality-Constrained Problems
通過對這個證明進行一個微不足道的修改，我們可以看出當 G
是正定時，x˚ 實際上是唯一的 global solution。

我們也可以應用 §12.5 的理論來推導 (1) 的二階最優條件。令 Z
為 active constraint Jacobian矩陣的 null-space基底矩陣，亦即該
矩陣的列是來自所有 i P A(x˚) 所對應的 aT

i 。則 x˚ 為局部最小

值的二階充分條件滿足於 Z TGZ 是正定時。在這種情況下，根
據定理 12.6（見下頁複習），x˚ 是一個嚴格局部解。

當 G 不是正定時，問題 (1) 可能有不止一個嚴格局部解。如上
所述，這樣的問題被稱為 “非凸 QP” 或 “不定 QP”，它們對算
法造成了一些困難。不定 QP 的範例如（下下頁的）圖 1 所示。
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Chapter 16. Quadratic Programming

Theorem 12.6 – Second-Order Sufficient Conditions
Theorem (Second-Order Sufficient Conditions)
Suppose that for some feasible point x˚ P Rn there is a Lagrange
multiplier vector λ˚ such that the KKT conditions

∇xL(x˚, λ˚) = 0 , (32a)12
ci (x˚) = 0 for all i P E , (32b)12
ci (x˚) ě 0 for all i P I, (32c)12

λ˚
i ě 0 for all i P I, (32d)12

λ˚
i ci (x˚) = 0 for all i P E Y I. (32e)12

are satisfied. Suppose also that
wT∇2

xxL(x˚, λ˚)w ą 0 for all w P C(x˚, λ˚)zt0u . (60)12

Then x˚ is a strict local solution for

min
xPRn

f (x) subject to
#

ci (x) = 0, i P E ,

ci (x) ě 0, i P I .
(1)12
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.4 Inequality-Constrained Problems
在（下頁）圖 1 的左圖中我們繪製了可行區域和二次目標函數
q(x) 的等高線，其中 G 有一個正特徵值和一個負特徵值。我們
用 +⃝ 或 -⃝ 表示函數在該方向上趨向正無窮大或負無窮大。注
意 x˚˚ 是一個局部 maximizer，x˚ 是一個局部 minimizer，而方
框的中心是一個 stationary point。在圖 1 的右圖中，G 的特徵
值均為負，而 rx 為全域 maximizer 以及兩個局部 minimizer x˚ 和

x˚˚。
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§16.4 Inequality-Constrained Problems

Figure 1: Non-convex quadratic programs.
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.4 Inequality-Constrained Problems
‚ Degeneracy
導致一些算法困難的第二個性質是 degeneracy。Degeneracy 這個
術語在不同的領域被賦予了各種不同的含義，我們所指的則是以

下情況：

1 在解 x˚ 處，active constraint 的梯度 ai, i P A(x˚) 是線性相

依的，以及／或

2 定義 12.5 中的嚴格互補條件未能滿足；也就是說，存在某
個指標 i P A(x˚)，使得滿足 (28) 的所有 Lagrange 乘子都有
λ˚

i = 0（根據定義 12.8，這樣的限制式是 weakly active）。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.4 Inequality-Constrained Problems
（下頁）圖 2 展示了兩個退化的例子。在圖 2 左側的圖中，在
解 x˚ 處有一個 active constraint，同時也是目標函數的 uncon-
strained minimizer。根據 (28a) 的符號，我們有 Gx˚ + c = 0，因

此獨立的 Lagrange 乘子必須為零。在圖 2 右側的圖中，解 x˚ 處

有三個限制式為 active。由於這三個 constraints 之梯度都是 R2

中的向量，它們必然線性相依。
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§16.4 Inequality-Constrained Problems

Figure 2: Degenerate solutions of quadratic programs.
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§16.4 Inequality-Constrained Problems
缺乏嚴格互補性也可由問題

min x 2
1 + (x2 + 1)2 subject to x ě 0 ,

來說明，該問題在 x˚ = 0處有解，且兩個限制式都是 active。然
而，因為與 active constraint x1 ě 0 相關聯的 Lagrange 乘子為零
的緣故，在 x˚ 處不滿足嚴格互補性。

Degeneracy 會因為兩個主要原因對算法造成問題。首先，active
constraint gradient 的線性相依性可能導致步進量計算中的數值
困難，因為我們需要分解的某些矩陣變得 rank deficient。其次，
當問題包含 weakly active constraint 時，算法難以確定這些限制
在解處是否 active。對於 active-set方法和梯度投影方法（如下所
述），這種猶豫不決可能導致算法在迭代過程中在 weakly active
constraint 上來回擺動。必須使用安全措施來防止這種行為。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
接下來我們描述解決包含等式和不等式限制的二次規劃問題 (1)
的 active-set 方法。我們僅考慮凸 QP 的情況，即在 (1a) 中矩陣
G 是半正定的情況。如果 G 是一個不定矩陣，則會對算法製造
複雜性，並且超出了本書的範圍。關於非凸 QP 的討論，可以參
考 Gould [147]。

如果最優 active set (29) 的內容事先已知，我們可以通過將問題

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc subject to aT

i x = bi , i P A(x˚)

應用於在 §16.2 和 16.3 中描述的等式限制 QP 的一種技術來找
到解 x˚。

一般而言，我們不會事先知道 A(x˚)。事實上，確定這個集合是

面對不等式限制 QP 的算法所面臨的主要挑戰。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
在第 13 章中，我們已經遇到了線性規劃的一種 active-set 方法，
即 simplex 法。基本上，simplex 法從對最優活動集的猜測開始，
然後重複使用梯度和 Lagrange 乘子信息來從當前對 A(x˚) 的估

計中刪除一個索引並添加一個新的索引，直到檢測到最優性。對

於 QP的 active-set方法與 simplex法不同之處在於，迭代點（以
及解 x˚）不一定是可行區域的頂點。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
QP 的 active-set 方法有三種類型：primal, dual 以及 primal-dual。
我們僅討論 primal方法，此方法除了生成原問題 (1) 的可行迭代
點外，也同時不斷地降低目標函數 q 的函數值。

Primal active-set 方法通過解決一個二次子問題來找到一個「從
一個迭代到下一個迭代」的步進量，在這個二次子問題中，一些

不等式限制 (1c) 和所有的等式限制 (1b) 被作為等式限制加入。
這些收集等式限制的 index 的集合被稱為工作集，並在第 k 次迭
代中被表示為 Wk。我們對 Wk 加諸的一個重要要求是在工作集

中的所有 index i 所對應的限制式梯度 ai 具有線性獨立性，亦即
␣

ai
ˇ

ˇ i P Wk
(

為線性獨立集。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
給定一個迭代點 xk 和工作集 Wk，我們首先檢查 xk 是否在由工

作集所定義的子空間中最小化二次函數 q。如果不是，我們通過
解決一個只具等式限制的 QP 子問題來計算步進量 p，在這個子
問題中，與工作集 Wk 相對應的限制式被視為等式限制，而其它

限制則暫時被忽略。將 x = xk + p 代入目標函數 (1a) 中得到

q(x) = q(xk + p) = 1

2
pTGp + gT

k p + ρk ,

其中 gk = Gxk + c 且 ρk =
1

2
xT

k Gxk + cTxk。由於 ρk 與 p 無關，
我們可以在不改變問題的解的情況下扔掉 ρk 因而將在第 k 次迭
代中要解的 QP 子問題寫成如下形式：

min
p

1

2
pTGp + gT

k p (31a)
subject to

aT
i p = 0 , i P Wk . (31b)

min
p

1

2
pTGp + gT

k p (31a)

subject to aT
i p = 0 , i P Wk . (31b)
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
我們將子問題

min
p

1

2
pTGp + gT

k p (31a)
subject to

aT
i p = 0 , i P Wk . (31b)

的解表示為 pk。注意到因為

aT
i (xk + αpk) = aT

i xk = bi @α ,

我們發現對所有的 α而言，對應於工作集Wk 的限制在 xk +αpk

處也得到滿足。由於 G 是正定的，因此可以通過 §16.2 中描述
的任何技術來計算 (31) 的解。另外我們已假設 xk 並非由工作集

所定義的子空間中最小化二次函數 q 的點，因此從 (31) 中得到
的最優解 pk 必是非零的。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
接下來我們需要決定沿著 pk 方向移動多遠。如果 xk + pk 滿足

所有限制式，我們設置 xk+1 = xk + pk。否則，我們設置

xk+1 = xk + αkpk ,

其中步長參數 αk 被選擇為在範圍 [0, 1] 中滿足所有限制的最大

值。因為對應於 i P Wk 的限制式都會被滿足，我們只需考慮

i R Wk 所對應的限制來求得 αk。

1 如果 i R Wk 所對應的 ai 滿足 aT
i pk ě 0，那麼對於所有

αk ě 0，我們有 aT
i (xk + αkpk) ě aT

i xk ě bi。因此，對於所

有非負的步長參數的選擇，限制 i 將被滿足。
2 如果 i R Wk 所對應的 ai 滿足 aT

i pk ă 0，則只有當

αk ď
bi ´ aT

i xk
aT

i pk
才有 aT

i (xk + αkpk) ě bi.
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
為了最大化 q 函數值的遞減量，我們希望 αk 在保持可行性的情

況下在 [0, 1] 中盡可能大，因此我們得到了以下定義：

αk ” min
#

1, min
iRWk,aT

i pkă0

bi ´ aT
i xk

aT
i pk

+

. (32)

我們將 (32)中取得最小值所對應的限制 i稱為 blocking constraint
（如果 αk = 1，且在 xk + αkpk 處沒有新的限制變成 active，則
在這次迭代中就沒有 blocking constraint）。注意，αk 可能為零，

因為對於某些不是當前工作集 Wk 的成員的限制 i，我們可能有
aT

i xk = bi 且 aT
i pk ă 0。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
如果 αk ă 1，亦即沿着 pk 的步驟被一些不在 Wk 中的限制

所阻擋，那麼一個新的工作集 Wk+1 就會通過將該迭代步驟的

blocking constraint 添加到 Wk 中來構建。我們繼續以這種方式

迭代，將限制添加到工作集中，直到達到一個在其當前工作集

xW 上最小化二次目標函數的點 px。很容易識別這樣的一個點，
因為此迭代所考慮的子問題 (31) 的解為 p = 0。

在 px 點由於 p = 0 滿足子問題 (31) 的最優條件 (4)，我們有
ÿ

i PxW

aipλi = g = G px + c , (33)

其中對於 xW 中的 i 而言 pλi 為 Lagrange 乘子。如果將不在工作
集中的不等式限制所對應的乘子定為零，則 px 和 pλ 滿足 KKT 條
件 (28a)。由於對步長的控制，px 必滿足所有的限制，因此在 px
上，KKT 條件 (28b) 和 (28c) 也都會得到滿足。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
接下來我們來檢查 xW X I 中之 index i 所對應於不等式限制的乘
子的符號。如果這些乘子都非負，則 KKT 條件 (28d) 也得到滿
足，因此可以得出 px 是原問題 (1) 的 KKT 點的結論。事實上，
由於 G 是正半定的，根據前述定理我們得知 px 是 (1) 的 global
solution（如果 G 是正定的，則 px 是唯一的 global solution）。

另一方面，如果某些 j P xW X I 對應的乘子 pλj 是負的，則 KKT
條件 (28d) 不被滿足，目標函數 q 便可能通過刪除其中一個這些
限制來降低，如在 §12.3 所示。因此，我們從工作集中刪除一個
對應於負乘子的指標 j，並為新的迭代步驟解決一個新的子問題
(31)。接下來的定理將展示這個策略產生的方向 p 在下一次迭代
中是對於被刪除的限制是可行的。我們繼續假設工作集中的限制

式梯度 ai 對於工作集中的 i 是線性獨立的。在完整陳述算法之
後，我們將討論如何保持這個特性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
接下來我們來檢查 xW X I 中之 index i 所對應於不等式限制的乘
子的符號。如果這些乘子都非負，則 KKT 條件 (28d) 也得到滿
足，因此可以得出 px 是原問題 (1) 的 KKT 點的結論。事實上，
由於 G 是正半定的，根據前述定理我們得知 px 是 (1) 的 global
solution（如果 G 是正定的，則 px 是唯一的 global solution）。

另一方面，如果某些 j P xW X I 對應的乘子 pλj 是負的，則 KKT
條件 (28d) 不被滿足，目標函數 q 便可能通過刪除其中一個這些
限制來降低，如在 §12.3 所示。因此，我們從工作集中刪除一個
對應於負乘子的指標 j，並為新的迭代步驟解決一個新的子問題
(31)。接下來的定理將展示這個策略產生的方向 p 在下一次迭代
中是對於被刪除的限制是可行的。我們繼續假設工作集中的限制

式梯度 ai 對於工作集中的 i 是線性獨立的。在完整陳述算法之
後，我們將討論如何保持這個特性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
接下來我們來檢查 xW X I 中之 index i 所對應於不等式限制的乘
子的符號。如果這些乘子都非負，則 KKT 條件 (28d) 也得到滿
足，因此可以得出 px 是原問題 (1) 的 KKT 點的結論。事實上，
由於 G 是正半定的，根據前述定理我們得知 px 是 (1) 的 global
solution（如果 G 是正定的，則 px 是唯一的 global solution）。

另一方面，如果某些 j P xW X I 對應的乘子 pλj 是負的，則 KKT
條件 (28d) 不被滿足，目標函數 q 便可能通過刪除其中一個這些
限制來降低，如在 §12.3 所示。因此，我們從工作集中刪除一個
對應於負乘子的指標 j，並為新的迭代步驟解決一個新的子問題
(31)。接下來的定理將展示這個策略產生的方向 p 在下一次迭代
中是對於被刪除的限制是可行的。我們繼續假設工作集中的限制

式梯度 ai 對於工作集中的 i 是線性獨立的。在完整陳述算法之
後，我們將討論如何保持這個特性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Theorem
Let px satisfy the first-order conditions

ÿ

i PxW

aipλi = G px + c (33)

for some pλ, and aT
i px = bi for all i P xW . Suppose that there is an

index j P xW X I such that pλj ă 0. Let p be the solution obtained
by dropping the constraint j and solving the following sub-problem:

min
p

1

2
pTGp + (G px + c)Tp (34a)

subject to
aT

i p = 0 for all i P xW with i ‰ j . (34b)
If constraint gradients taiuiPxW is linearly independent, then p is a
feasible direction for constraint j; that is, aT

j p ě 0. Moreover, if
p satisfies second-order sufficient conditions for (34), then we have
that aT

j p ą 0, and that p is a descent direction for q.

min
p

1

2
pTGp + (G px + c)Tp , (34a)

subject to aT
i p = 0 for all i P xW with i ‰ j . (34b)
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Proof.
Since p solves (34), we have from the results of Section 16.1 that
there are multipliers rλi, for all i P xW with i ‰ j, such that

ÿ

i PxW ,i‰j

rλi ai = Gp + (G px + c) . (35)

In addition, we have by second-order necessary conditions that if Z
is a null-space basis vector for the matrix[

aT
i
]

iPxW ,i‰j ,

then Z TGZ is positive semi-definite. Clearly, p has the form p = ZpZ

for some vector pZ , so it follows that pTGp ě 0. We have made the
assumption that px and xW satisfy the relation (33). By subtracting
(33) from (35), we obtain

ÿ

i PxW , i‰j

(rλi ´ pλi)ai ´ pλjaj = Gp . (36)
˝

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Proof.
Since p solves (34), we have from the results of Section 16.1 that
there are multipliers rλi, for all i P xW with i ‰ j, such that

ÿ

i PxW ,i‰j

rλi ai = Gp + (G px + c) . (35)

In addition, we have by second-order necessary conditions that if Z
is a null-space basis vector for the matrix[

aT
i
]

iPxW ,i‰j ,

then Z TGZ is positive semi-definite. Clearly, p has the form p = ZpZ

for some vector pZ , so it follows that pTGp ě 0. We have made the
assumption that px and xW satisfy the relation (33). By subtracting
(33) from (35), we obtain

ÿ

i PxW , i‰j

(rλi ´ pλi)ai ´ pλjaj = Gp . (36)
˝

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Proof.
Since p solves (34), we have from the results of Section 16.1 that
there are multipliers rλi, for all i P xW with i ‰ j, such that

ÿ

i PxW ,i‰j

rλi ai = Gp + (G px + c) . (35)

In addition, we have by second-order necessary conditions that if Z
is a null-space basis vector for the matrix[

aT
i
]

iPxW ,i‰j ,

then Z TGZ is positive semi-definite. Clearly, p has the form p = ZpZ

for some vector pZ , so it follows that pTGp ě 0. We have made the
assumption that px and xW satisfy the relation (33). By subtracting
(33) from (35), we obtain

ÿ

i PxW , i‰j

(rλi ´ pλi)ai ´ pλjaj = Gp . (36)
˝

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Proof (cont’d).
By taking inner products of both sides with p and using the fact
that aT

i p = 0 for all i P xW with i ‰ j, we have that

´ pλj aT
j p = pTGp . (37)

Since pTGp ě 0 and pλj ă 0 by assumption, it follows that aT
j p ě 0.

If the second-order sufficient conditions of Section 12.5 are satisfied,
we have that Z TGZ defined above is positive definite. From (37),
we can have aT

j p = 0 only if

pTGp = pT
Z Z TGZpZ = 0 ,

which happens only if pZ = 0 and thus p = 0. But if p = 0, then by
substituting into (36) and using linear independence of ai for i P xW ,
we must have that pλj = 0, which contradicts our choice of j. ˝
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Proof (cont’d).
We conclude that pTGp ą 0 in (37), and therefore aT

j p ą 0 whenever
p satisfies the second-order sufficient conditions for (34). The claim
that p is a descent direction for q is proved in the next theorem. ˝

接下來的定理給出了一個結果（並完成上個定理的證明），其顯

示只要從 (31) 獲得的 pk 非零並且滿足當前工作集的二階充分最

優條件，則它是 q 的嚴格下降方向。
Theorem
Suppose that the solution pk of (31) is nonzero and satisfies the
second-order sufficient conditions for optimality for that problem.
Then the function q is strictly decreasing along the direction pk.
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Proof.
Since pk satisfies the second-order sufficient conditions; that is,
Z TGZ is positive definite for the matrix Z whose columns are a
basis of the null space of the constraints (31b), by the theorem in
§16.1 we find that pk is the unique global solution of (31).

Since p = 0 is also a feasible point for (31), its objective value in
(31a) must be larger than that of pk, so we have

1

2
pT

k Gpk + gT
k pk ă 0 .

Since pT
k Gpk ě 0 by convexity, this inequality implies that gT

k pk ă 0.
Therefore, we have

q(xk + αpk) = q(xk) + αgT
k pk +

1

2
α2pT

k Gpk ă q(xk)

for all α ą 0 sufficiently small. ˝
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通常情況下，此算法對任何滿足 pλj ă 0 的 index j 都會產生一個
可以取得進展的方向 p，但實踐中（以及下文中指定的算法中），
通常選擇最負的乘子。這個選擇是由第 12 章中給出的敏感性分
析所驅動的，該分析顯示當刪除一個限制時目標函數的減小速率

與該限制的 Lagrange 乘子的大小成正比。然而，就像在線性規
劃中一樣，沿着這個方向的步長可能會很短（例如當被一個新的

限制 block 時），因此 q 的減少量不能保證大於對於其他可能的
j 的選擇。

當 G 是正定的時候 – 即嚴格凸的情況 – 所有形式為 (31) 的可
行子問題都滿足二階充分條件。因此，根據上述結果，我們在

pk ‰ 0 時得到了 q 的嚴格下降。這個事實在討論算法的 finite
termination 時是非常重要的。
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‚ Specification of the active-set method for convex QP
Algorithm 16.3 (Active-Set Method for Convex QP).

Compute a feasible starting point x0 ;
Set W0 to be a subset of the active constraints at x0 ;
for k = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

Solve (31) to find pk ;
if pk = 0

Compute Lagrange multipliers pλi that satisfy (33), with
xW = Wk ;

if pλi ě 0 for all i P Wk X I
stop with solution x˚ = xk ;

else
j Ð arg min

j PWkXI

pλj ;
xk+1 Ð xk ; Wk+1 Ð Wkzt ju ;

else (‹pk ‰ 0‹)
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j Ð arg min

j PWkXI

pλj ;
xk+1 Ð xk ; Wk+1 Ð Wkzt ju ;

else (‹pk ‰ 0‹)
Compute αk from (32);
xk+1 Ð xk + αkpk;
if there are blocking constraints

Obtain Wk+1 by adding one of the blocking con-
straints to Wk;

else
Wk+1 Ð Wk;

end (for)
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可以使用各種技術來確定初始可行點。其中一種方法是使用第

13 章中描述的線性規劃的 “Phase I” 方法。儘管從線性規劃推廣
到二次規劃不需要進行重大修改，但在這裡我們描述一種變體，

允許用戶提供向量 x 的初始估計 rx。這個估計不需要是可行的，
但是如果根據對 QP 的了解做出良好的選擇，可能會減少 Phase
I 步驟中所需的工作量。
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給定 rx，我們定義以下的線性規劃問題：

min
(x,z)

eTz subject to aT
i x + γi zi = bi , i P E ,

aT
i x + γi zi ě bi , i P I,

z ě 0 ,

其中 e = (1, ¨ ¨ ¨ , 1)T P R|E|+|I|且 γi =

"

´sgn(aT
i rx ´ bi) if i P E ,
1 if i P I.

這個問題的一個可行初始點為

x = rx , zi = |aT
i rx ´ bi| (i P E), zi = max

␣

bi ´ aT
i rx , 0

(

(i P I).

可以驗證如果 rx 對於原問題 (1) 是可行的，則 (x, z) = (rx , 0) 對
於上述子問題是最優解。一般來說，如果原問題有可行點，則上

述子問題中的最優目標值為零，而上述子問題的任何解都會產

生原問題 (1) 的一個可行點。對於 Algorithm 16.3，初始工作集
W0 可以通過找在可行點線性獨立的 active constraint 來取得。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
給定 rx，我們定義以下的線性規劃問題：

min
(x,z)

eTz subject to aT
i x + γi zi = bi , i P E ,

aT
i x + γi zi ě bi , i P I,

z ě 0 ,

其中 e = (1, ¨ ¨ ¨ , 1)T P R|E|+|I|且 γi =

"

´sgn(aT
i rx ´ bi) if i P E ,
1 if i P I.

這個問題的一個可行初始點為

x = rx , zi = |aT
i rx ´ bi| (i P E), zi = max

␣

bi ´ aT
i rx , 0

(

(i P I).

可以驗證如果 rx 對於原問題 (1) 是可行的，則 (x, z) = (rx , 0) 對
於上述子問題是最優解。一般來說，如果原問題有可行點，則上

述子問題中的最優目標值為零，而上述子問題的任何解都會產

生原問題 (1) 的一個可行點。對於 Algorithm 16.3，初始工作集
W0 可以通過找在可行點線性獨立的 active constraint 來取得。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
給定 rx，我們定義以下的線性規劃問題：

min
(x,z)

eTz subject to aT
i x + γi zi = bi , i P E ,

aT
i x + γi zi ě bi , i P I,

z ě 0 ,

其中 e = (1, ¨ ¨ ¨ , 1)T P R|E|+|I|且 γi =

"

´sgn(aT
i rx ´ bi) if i P E ,
1 if i P I.

這個問題的一個可行初始點為

x = rx , zi = |aT
i rx ´ bi| (i P E), zi = max

␣

bi ´ aT
i rx , 0

(

(i P I).

可以驗證如果 rx 對於原問題 (1) 是可行的，則 (x, z) = (rx , 0) 對
於上述子問題是最優解。一般來說，如果原問題有可行點，則上

述子問題中的最優目標值為零，而上述子問題的任何解都會產

生原問題 (1) 的一個可行點。對於 Algorithm 16.3，初始工作集
W0 可以通過找在可行點線性獨立的 active constraint 來取得。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
給定 rx，我們定義以下的線性規劃問題：

min
(x,z)

eTz subject to aT
i x + γi zi = bi , i P E ,

aT
i x + γi zi ě bi , i P I,

z ě 0 ,

其中 e = (1, ¨ ¨ ¨ , 1)T P R|E|+|I|且 γi =

"

´sgn(aT
i rx ´ bi) if i P E ,
1 if i P I.

這個問題的一個可行初始點為

x = rx , zi = |aT
i rx ´ bi| (i P E), zi = max

␣

bi ´ aT
i rx , 0

(

(i P I).

可以驗證如果 rx 對於原問題 (1) 是可行的，則 (x, z) = (rx , 0) 對
於上述子問題是最優解。一般來說，如果原問題有可行點，則上

述子問題中的最優目標值為零，而上述子問題的任何解都會產

生原問題 (1) 的一個可行點。對於 Algorithm 16.3，初始工作集
W0 可以通過找在可行點線性獨立的 active constraint 來取得。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
給定 rx，我們定義以下的線性規劃問題：

min
(x,z)

eTz subject to aT
i x + γi zi = bi , i P E ,

aT
i x + γi zi ě bi , i P I,

z ě 0 ,

其中 e = (1, ¨ ¨ ¨ , 1)T P R|E|+|I|且 γi =

"

´sgn(aT
i rx ´ bi) if i P E ,
1 if i P I.

這個問題的一個可行初始點為

x = rx , zi = |aT
i rx ´ bi| (i P E), zi = max

␣

bi ´ aT
i rx , 0

(

(i P I).

可以驗證如果 rx 對於原問題 (1) 是可行的，則 (x, z) = (rx , 0) 對
於上述子問題是最優解。一般來說，如果原問題有可行點，則上

述子問題中的最優目標值為零，而上述子問題的任何解都會產

生原問題 (1) 的一個可行點。對於 Algorithm 16.3，初始工作集
W0 可以通過找在可行點線性獨立的 active constraint 來取得。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
另一種方法是使用懲罰（或 “big M”）法，它省去了 “Phase I”，
而是在目標函數中加入一個保證在真解中為零的違反限制的度

量。也就是說，我們在 (1) 中引入一個純量人工變量 η 來衡量違

反限制的程度，然後解決以下問題：

min
(x,η)

1

2
xTGx+xTc+Mη subject to

$

’

’

’

&

’

’

’

%

(aT
i x ´ bi) ď η, i P E ,

´(aT
i x ´ bi) ď η, i P E ,
bi ´ aT

i x ď η, i P I,
0 ď η,

(38)

其中 M 是某個足夠大的正數。通過應用懲罰函數的理論（見第
17 章），可以證明只要原問題 (1) 存在可行點，那麼對於所有足
夠大的 M，(38) 的解將滿足 η = 0 且具有作為原問題 (1) 解的 x
分量。
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與先前對問題 (1) 找可行點不同的是，對於子問題 (38) 很容易
獲得一個可行點：我們隨便猜測 x 的初始值，並選擇足夠大的 η

使得 (38) 中的所有限制皆滿足。而 M 的選擇一般是基於某些經
驗法則來選擇：如果 (38) 的解具有正的 η 值，我們將增加 M 的
值並重新嘗試。事實上，這種方法是使用ℓ8-norm 的懲罰方法；
請參見第 17 章。

一個對違反限制的 ℓ1-norm 進行懲罰的 (38) 變體如下所示：
min

(x,s,t,v)
1

2
xTGx + xTc + MeT

E (s + t) + MeT
Iv

subject to aT
i x ´ bi + si ´ ti = 0 , i P E ,

aT
i x ´ bi + vi ě 0 , i P I,

s ě 0, t ě 0, v ě 0 .

在此，eE 是長度為 |E | 的向量 (1, 1, . . . , 1)T；eI 同樣如此。鬆弛

變量 si、ti 和 vi 吸收了限制中的任何不可行性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
與先前對問題 (1) 找可行點不同的是，對於子問題 (38) 很容易
獲得一個可行點：我們隨便猜測 x 的初始值，並選擇足夠大的 η

使得 (38) 中的所有限制皆滿足。而 M 的選擇一般是基於某些經
驗法則來選擇：如果 (38) 的解具有正的 η 值，我們將增加 M 的
值並重新嘗試。事實上，這種方法是使用ℓ8-norm 的懲罰方法；
請參見第 17 章。

一個對違反限制的 ℓ1-norm 進行懲罰的 (38) 變體如下所示：
min

(x,s,t,v)
1

2
xTGx + xTc + MeT

E (s + t) + MeT
Iv

subject to aT
i x ´ bi + si ´ ti = 0 , i P E ,

aT
i x ´ bi + vi ě 0 , i P I,

s ě 0, t ě 0, v ě 0 .

在此，eE 是長度為 |E | 的向量 (1, 1, . . . , 1)T；eI 同樣如此。鬆弛

變量 si、ti 和 vi 吸收了限制中的任何不可行性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
與先前對問題 (1) 找可行點不同的是，對於子問題 (38) 很容易
獲得一個可行點：我們隨便猜測 x 的初始值，並選擇足夠大的 η

使得 (38) 中的所有限制皆滿足。而 M 的選擇一般是基於某些經
驗法則來選擇：如果 (38) 的解具有正的 η 值，我們將增加 M 的
值並重新嘗試。事實上，這種方法是使用ℓ8-norm 的懲罰方法；
請參見第 17 章。

一個對違反限制的 ℓ1-norm 進行懲罰的 (38) 變體如下所示：
min

(x,s,t,v)
1

2
xTGx + xTc + MeT

E (s + t) + MeT
Iv

subject to aT
i x ´ bi + si ´ ti = 0 , i P E ,

aT
i x ´ bi + vi ě 0 , i P I,

s ě 0, t ě 0, v ě 0 .

在此，eE 是長度為 |E | 的向量 (1, 1, . . . , 1)T；eI 同樣如此。鬆弛

變量 si、ti 和 vi 吸收了限制中的任何不可行性。

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
在以下示例中，我們使用向量 x 和 p 的下標來表示它們的分量，
使用上標來表示迭代的 index。例如，x1 表示向量 x 的第一個分
量，而 x 4 表示向量 x 的第四次迭代。
Example
We apply Algorithm 16.3 to the following simple 2-dimensional prob-
lem illustrated in Figure 3.

min
x

q(x) = (x1 ´ 1)2 + (x2 ´ 2.5)2 (39a)
subject to

x1 ´ 2x2 + 2 ě 0 , (39b)
´x1 ´ 2x2 + 6 ě 0 , (39c)
´x1 + 2x2 + 2 ě 0 , (39d)

x1 ě 0 , (39e)
x2 ě 0 . (39f)

We refer the constraints, in order, by indices 1 through 5.

min
x

q(x) = (x1 ´ 1)2 + (x2 ´ 2.5)2 (39a)

subject to x1 ´ 2x2 + 2 ě 0, (39b)

´x1 ´ 2x2 + 6 ě 0, (39c)

´x1 + 2x2 + 2 ě 0, (39d)

x1 ě 0, (39e)

x2 ě 0. (39f)
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Example (cont’d)
To apply Algorithm 16.3, we rewrite the problem in terms of the
form of QPs and study the following optimization problem

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc

subject to
A
[

x1
x2

]
ě b ,

where

G =

[
2 0
0 2

]
, c =

[
´2
´5

]
, A =


1 ´2

´1 ´2
´1 2
1 0
0 1

, b =


´2
´6
´2
0
0

.
Suppose at the k-th iterate the working set is Wk, and x = x k.
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Example (cont’d)
Let [Wk] be the column vector whose entries are elements in Wk.
Define

Ak = A([Wk], :) and bk = b([Wk], :) ,

and then solve[
G AT

k
Ak 0

] [
´pk

pλ

]
=

[
Gxk + c

Akxk ´ bk

]
. (4’)

At the (k+1)-th iterate, Algorithm 16.3 provides x k+1 = x k +αkpk

with αk given by (32), and update Wk+1 if necessary.
For this problem it is easy to determine a feasible initial point; say
x0 = (2, 0)T. Constraints 3 and 5 are active at this point, and we
set W0 = t3, 5u. Note that we could just as validly have chosen
W0 = t5u or W0 = t3u or even W = H; each choice would lead
the algorithm to perform somewhat differently.
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Example (cont’d)

Figure 3: Iterates of the active-set method.
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Example (cont’d)
Since x0 lies on a vertex of the feasible region, it is a minimizer of
the objective function q with respect to the working set W0; that is,
the solution of (31) with k = 0 is p = 0. We can then use (33) to
find the multipliers pλ3 and pλ5 associated with the active constraints.
Substitution of the data from our problem into (33) yields[

´1
2

]
pλ3 +

[
0
1

]
pλ5 =

[
2

´5

]
,

which has the solution (pλ3, pλ5) = (´2,´1).
We now remove constraint 3 from the working set, because it has
the most negative multiplier, and set W1 = t5u. Consider 2 0 0

0 2 1
0 1 0

 [
´p1
pλ5

]
=

[
G

[
2
0

]
+ c

[
0 1

] [ 2
0

]
´ 0

]
. (4”)
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]
pλ3 +

[
0
1

]
pλ5 =

[
2

´5

]
,

which has the solution (pλ3, pλ5) = (´2,´1).
We now remove constraint 3 from the working set, because it has
the most negative multiplier, and set W1 = t5u. Consider 2 0 0

0 2 1
0 1 0

 [
´p1
pλ5

]
=

[
G

[
2
0

]
+ c

[
0 1

] [ 2
0

]
´ 0

]
. (4”)
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Example (cont’d)
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2
0

]
+ c

[
0 1
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0
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]
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Example (cont’d)
Solving (31) (or exactly (4”)) for k = 1, we obtain the solution
p1 = (´1, 0)T (and pλ5 = ´5). The step-length formula (32) yields
α1 = 1, and the new iterate is x 2 = (1, 0)T.
There are no blocking constraints, so that W2 = W1 = t5u, and we
find at the start of iteration 2 that the solution of 2 0 0

0 2 1
0 1 0

 [
´p2

pλ5

]
=

[
G

[
1
0

]
+ c

[
0 1

][ 1
0

]
´ 0

]
(4”’)

is p2 = (0, 0)T and pλ5 = ´5, so we drop 5 from the working set to
obtain W3 = H.
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Example (cont’d)
Iteration 3 starts by solving the unconstrained problem, to obtain
the solution of [

2 0
0 2

]
(´p3) = G

[
1
0

]
+ c (4””)

as p3 = (0, 2.5)T. The formula (32) yields a step length of α3 =

0.6 and a new iterate x 4 = (1, 1.5)T. There is a single blocking
constraint (constraint 1), so we obtain W4 = t1u.
The solution of (31) for k = 4 is to solve 2 0 1

0 2 ´2
1 ´2 0

 [
´p4

pλ1

]
=

[
G

[
1
1.5

]
+ c

[
1 ´2

][ 1
1.5

]
´ (´2)

]
(4””’)

to obtain p4 = (0.4, 0.2)T (and pλ1 = ´0.8), and the new step length
is 1. Therefore, x 5 = (1.4, 1.7)T.
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Example (cont’d)
There are no blocking constraints on this step, so the next working
set is unchanged: W5 = t1u. At the 5th iterate, we solve 2 0 1

0 2 ´2
1 ´2 0

 [
´p5

pλ1

]
=

[
G

[
1.4
1.7

]
+ c

[
1 ´2

][ 1.4
1.7

]
´ (´2)

]
(4”””)

and obtain a solution p5 = (0, 0)T and pλ1 = 0.8. We then have
found the solution x˚ = (1.4, 1.7)T and terminate.

Ching-hsiao Arthur Cheng 鄭經斅 最佳化方法與應用二 MA5038-*



Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
Remark: 在上例中我們注意到每次得到 αk = 1 後下一次迭代的

pk+1 必為零向量，這是因為在 αk = 1 時 Algorithm 16.3 並不調
整第 k+1 次迭代的工作集，亦即 Wk+1 = Wk，因而 Ak+1 = Ak

而導致求解的第 k 次迭代的系統[
G AT

k
Ak 0

] [
´pk

pλ

]
=

[
Gxk + c

Akxk ´ bk

]
. (4’)

在第 k + 1 次迭代變成了[
G AT

k
Ak 0

] [
´pk+1

pλ

]
=

[
G(xk + pk) + c

Ak(xk + pk) ´ bk

]
. (4˚)

此系統解 pk+1 必為零向量（且 pλ 與上一步計算出的乘子相

同）。因此，若遇到 αk = 1 的情況，可以直接考慮刪除最負的

Lagrange 乘子所對應的 constraint 以減少迭代步驟。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
‚ Further remarks on the active-set method
我們在上面指出了在初始工作集的選擇上存在彈性，而每個初始

選擇都會導致不同的迭代序列。當初始 active constraint 具有獨
立的梯度時，我們可以將它們全部包含在 W0 中。或者，我們

可以選擇其中的一個子集。例如，在上面的示例中，如果我們選

擇了 W0 = t3u，那麼第一次迭代將產生 p0 = (0.2, 0.1)T 以及新

的迭代 x 1 = (2.2, 0.1)T。如果我們選擇了 W0 = t5u，那麼我們

將立即移動到新的迭代 x 1 = (1, 0)T，而不必像示例中那樣先執

行刪除 index 3 的操作。如果我們選擇了 W0 = H，我們將獲得

p1 = (´1, 2.5)T, α1 =
2

3
與 α1 =

2

3
，新的迭代 x 1 =

(4
3
,
5

3

)T
，以

及新的工作集 W1 = t1u。解 x˚ 將在下一次迭代中被找到。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
即使初始工作集 W0 與初始活動集合 A(x0) 重疊，隨後的迭代
中集合 Wk 和 A(xk) 可能會有所不同。例如，當特定步驟遇到多

個 blocking constraints 時，只會將其中一個添加到工作集中，因
此 Wk 和 A(xk) 之間的對應關係就會被打破。此外，根據所做的

選擇，後續的迭代通常會有所不同。

我們要求 W0 中的限制式梯度是線性獨立的，而我們修改工作

集的策略也確保了所有後續的工作集 Wk 中的限制式梯度也線

性獨立：當我們在特定步驟遇到一個 blocking constraint 時，該
限制的梯度向量不會是當前工作集中法向量 ai 的線性組合。因

此，在將 blocking constraint 添加到工作集後，線性獨立性得以
保持。另一方面，從工作集中刪除一個 index 不會引入線性相依
性。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
將最負的 Lagrange 乘子對應的限制刪除的策略在實踐中通常效
果良好，但其缺點是容易受到限制式縮放的影響（通過將限制 i
乘以一正數 β 不會改變優化問題的結構，但會引入相應乘子 λi

的縮放 1/β 倍）。選擇最負的乘子類似於線性規劃中 simplex 法
的 Dantzig 原始樞紐規則（參見第 13 章），正如我們在那裡所指
出的，對縮放不太敏感的策略通常會得到更好的結果。

我們將不再進一步討論這個進階主題。要注意到的是，在 Algo-
rithm 16.3 的每次迭代中添加或刪除至多一個限制，對到達最佳
解所需的迭代次數就設置了自然下界。例如一個最佳化問題在

解 x˚ 上有 m 個 active 不等式限制，若從一個嚴格滿足所有不等
式限制的點 x 0 開始進行迭代，算法至少需要 m 次迭代才能從
x 0 移到 x˚。如果算法在某次迭代中添加了限制 j 到工作集中然
後在稍後的步驟中又將其刪除，則需要進行更多次迭代。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
‚ Finite termination of active-set algorithm on strictly convex QPs

可以證明對於嚴格凸 QP，在某些假設下 Algorithm 16.3 在有限
次迭代後會收斂；意即演算法會在有限次迭代後識別出解 x˚。

如果我們假設該方法在從 (31) 計算的方向 pk 非零時總是採用非

零的步長 αk，則這個說法顯然是正確的。我們的論證如下：

• 如果 (31) 的解是 pk = 0，則當前點 xk 是對於工作集合 Wk

的 q 的唯一 global minimizer。如果它不是原問題 (1) 的解
（即，至少一個 Lagrange 乘子為負），前述定理表明在刪除
blocking constraint 後計算的步進量 pk+1 將是 q 的嚴格下降
方向。因此，由於我們的假設 αk ą 0，我們得出結論，在

所有後續迭代中，q 的值都低於 q(xk)。由於後續迭代的 q
值低於該工作集合的全域最小值，因此算法永遠不會返回工

作集合 Wk。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
• 該演算法在連續 n次迭代中都會遇到一個迭代 k使得 pk = 0

是 (31) 的解。為了證明這一點，我們注意到對任何 pk ‰ 0

的 k，要麼我們有 αk = 1（如前面 Remark 所述，在這種情
況下下一個迭代將產生 pk+1 = 0），要麼是一個限制被添加

到工作集 Wk 中。如果後一種情況持續發生，那麼在最多 n
次迭代後，工作集將包含 n 個指標，這些指標對應於 n 個
線性獨立的向量因而使 (31) 的解將為 pk = 0。

• 綜合以上兩個說法，可以得出以下結論：該演算法定期（每
n 次迭代至少會有一次）在當前工作集上找到 q 的全域最
小值，且一旦如此就不會再訪問這個特定的工作集。由於可

能的工作集只有有限個，因此該算法不可能永遠迭代下去。

最終，它會遇到一個滿足 (1) 最佳性條件的當前工作集的最
小值因而給出問題的解。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
「我們可以總是沿著由 (31) 計算的非零下降方向 pk 採取非零步

長的假設，保證了該演算法不會進行循環」這句話中的循環指的

是經過連續的迭代序列導致迭代 x 回到原處而工作集 Wk 在刪

除並添加 index 後也最終重複的情況，意即存在某些整數 k 和
ℓ ě 1 使得 x k = x k+ℓ 和 Wk = Wk+ℓ 發生。在循環的每個迭代

中，會捨棄一個限制（因有 Lagrange 乘子為負），但立即遇到
一個不在 Wk 中的新的限制 i，而不會沿著計算得到的方向 p 移
動。在處理二次規劃中的 degeneracy 和循環的步驟與第 13 章中
討論的線性規劃類似；我們這裡不討論它們。大多數二次規劃的

實現通常忽略了循環的可能性。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
‚ Updating factorizations
我們已經看到，Algorithm 16.3 中給出的 active-set 方法中的步驟
計算需要解決等式限制子問題

min
p

1

2
pTGp + gT

k p (31a)
subject to

aT
i p = 0 , i P Wk . (31b)

正如本章開頭所提到的，這個計算相當於解決 KKT 系統[
G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

由於工作集在每次迭代中最多只會變動一個 index，所以 KKT
矩陣最多與上一次迭代的 KKT 矩陣相比只會有一行和一列的區
別。實際上，G 保持不變，而與當前工作集相對應的 constraint
gradient 矩陣 A 可能會通過添加和／或刪除單行而發生變化。
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
根據此觀察，若我們可以通過更新在上一次迭代中計算的矩陣分

解來計算在當前迭代中解決 (31) 所需的矩陣分解而不是從頭開
始重新計算它們，這樣的更新技術對於 active-set 方法的效率至
關重要。

以下我們將只討論使用 null-space 方法來計算步進量時的情況。
假設 A 有 m 個線性獨立的行，並假設基底矩陣 Y 和 Z 是通過
對 AT 做 QR 分解定義的（詳見 §15.3）：即存在一個置換矩陣 Π

使得

ATΠ = Q
[

R
0

]
=

[
Q1 Q2

] [ R
0

]
, (40)

其中 R 是可逆的上三角方陣；Q =
[
Q1

... Q2

]
是 n ˆ n 正交矩陣，

Q1 和 R 都有 m 行，而 Q2 有 n ´ m 行，然後定義
Y = Q1 , Z = Q2 .
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
以 null-space 方法來計算步進量時，我們必須依序解以下系統：

(AY )pY = ´h , (15)
(Z TGZ )pZ = ´Z TGYpY ´ Z Tg , (16)
(AY )Tλ˚ = YT(g + Gp) , (17)

其中 (17) 式等號右邊的 p 來自於
p = YpY + ZpZ . (14)
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
假設在下一次迭代中將一個限制條件添加到工作集中，因此新的

限制條件矩陣為 sAT
=

[
AT ... a

]
，其中 a 是長度為 n 的行向量且

sAT
有滿秩。由於 Q1QT

1 + Q2QT
2 = I，我們有

sAT
[
Π 0
0 1

]
=

[
ATΠ

... a
]
= Q

[
R QT

1a
0 QT

2a

]
. (41)

假設 pQ 是個可將向量 QT
2 a 轉到除第一個元素外所有元素都是零

的向量之正交矩陣；亦即 pQ 滿足
pQ (QT

2 a) =
[
γ
0

]
,

其中 γ = }QT
2 a} 是一個純量。從 (41) 式我們有

sAT
[
Π 0
0 1

]
= Q

 R QT
1 a

0 pQ
T
[

γ
0

] = Q
[

I 0

0 pQT

] R QT
1a

0 γ
0 0

.
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§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
上頁的矩陣分解有以下形式

sAT
sΠ = sQ

[
sR
0

]
,

其中

sΠ =

[
Π 0
0 1

]
, sQ = Q

[
I 0

0 pQT

]
=
[
Q1

... Q2
pQT]

, sR =

[
R QT

1a
0 γ

]
.

如果我們知道 Z (= Q2) 的確切形式並且需要 sZ 的確切形式時，
我們需要考慮獲得 pQ 的計算量以及形成乘積 Q2

pQT
= Z pQT

的計

算量。由於 pQ 的特殊結構，這個計算量是 O(n(n ´ m))，而從頭

開始計算 sAT
的 QR 分解的計算量是 O(n 2m)。相比之下更新策

略計算量較低，特別是當 null-space 較小時（即，當 n ´ m ! n
時）。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
對於從 A 中刪除一列的情況，也可以設計一種更新技術。這個
操作會從 (40) 中刪除 R 中的一行，因而可能在該矩陣的主對角
線下方立即引入一些非零數字而擾亂了這個矩陣的上三角性質。

可以通過應用一系列平面旋轉來恢復上三角性。這些旋轉將在 Q
的前 m 列中引入一些計算量低的轉換，並且在轉換完成後，可
以從這個矩陣中選擇最後 n ´ m+1 列來獲得更新後的 null-space
基底矩陣。在這種情況下，新的 null-space 基底矩陣具有如下形
式：

sZ =
[
z̄ ... Z

]
; (42)

也就是說，當前的矩陣 Z 被增加了一列。這個操作的總成本隨
著從 A 中刪除的列的位置而變化，但通常比從頭開始重新計算
QR 分解的計算量少。有關這些程序的詳細信息，請參見 Gill 等
人的文章 [124，第 5 節]。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
現在我們考慮 reduced Hessian 矩陣。由於問題

min
p

1

2
pTGp + gT

k p (31a)
subject to

aT
i p = 0 , i P Wk . (31b)

的特殊形式，我們在其對應的 KKT 系統[
G AT

A 0

] [
´p
λ˚

]
=

[
g
h

]
, (4)

中有 h = 0，因而根據 p = YpY + ZpZ 所給出的步進量 pY ”

(AY )´1h 為零。因此，由 (16) 式我們得到 null-space 分量 pZ 是

方程式

(Z TGZ)pZ = ´Z Tg (43)
的解。
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Chapter 16. Quadratic Programming

§16.5 Active-Set Methods for Convex QPs
我們有時可以找到當 Z 發生變化時更新 reduced Hessian 矩陣
Z TGZ 的分解方式。假設我們有當前 reduced Hessian 矩陣的
Cholesky 分解，寫為 Z TGZ = LLT，並且在下一步中 Z 如

sZ =
[
z̄ ... Z

]
; (42)

中所示發生變化，即（因為有 blocking constraint）刪除一個限制
後新的 A的 null space增加了一維（導致其 null space basis matrix
Z 增加一行）。一系列計算量低的基本操作可以用來將 Cholesky
分解因子 L 轉換為新的因子 sL，用於新的簡化的 Hessian 矩陣
sZ TG sZ。

還有許多其他簡化的可能性。例如，正如在 §16.7 討論的那樣，
我們可以在更新 Z 到 sZ 的同時更新簡化梯度 Z Tg。
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§16.7 The Gradient Projection Method
在第 16.5節描述的 active-set方法中，active set和工作集通常每
次迭代只會以單一 index 緩慢變化。因此，這種方法遇到規模大
的問題可能需要多次迭代才能收斂。例如，如果起始點 x0 沒有
active constraint，而在（非退化的）解中有 200個限制是 active，
那麼至少需要 200 次 active-set 方法的迭代才能得到解。

梯度投影 (gradient projection) 法允許 active set 在迭代之間快
速變化。當限制式的形式簡單（尤其是限制式為各變量有上下

界）時，它的效率最高。因此，我們將注意力限制在以下 bound-
constrained 問題上：

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (44a)

subject to
ℓ ď x ď u , (44b)

其中 G 是對稱矩陣，ℓ 和 u 分別是 x 分量的下界和上界向量。

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (44a)

subject to ℓ ď x ď u, (44b)
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§16.7 The Gradient Projection Method
在本節中，我們不對 G 進行任何正定性假設，因為梯度投影法
可以應用於凸和非凸問題。因為由 (44b) 所定義的可行區域呈矩
形形狀，它有時被稱為 “box”。x 的某些分量可能缺乏上界或下
界；這樣的情況我們通過將 ℓ 和 u 的適當分量分別設置為 ´8

和 +8 來進行處理。另外，不失一般性我們假設 ℓ ă u。

梯度投影算法的每一次迭代包括兩個階段。在第一階段中，我們

沿著從當前點 x出發的最速下降方向 ´g搜索，其中 g = Gx+c。
每當遇到一個界限時，搜索方向就會被 “彎曲” 以確保保持可行
性。我們沿著由此產生的分段線性路徑搜索，並找到函數 q 的
第一個局部 minimizer，我們將其記為 xc，並類比於我們在第 4
章中的術語稱之為 Cauchy point。在梯度投影法中，工作集被定
義為在 Cauchy point 處 active 的限制並表示為 A(xc)。
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§16.7 The Gradient Projection Method
在每個梯度投影迭代的第二階段，我們通過解決一個子問題來

探索 Cauchy point 所在的可行區域（即 box）的邊界（面），其
中對於屬於 A(xc) 的 i 其所對應之分量 xi 被固定為值 xc

i。

我們在本節的其餘部分詳細描述梯度投影方法。在本節中，我們

的慣例是用上標表示迭代次數（即以 x k 表示第 k 次迭代後的 x
值），並使用下標表示向量的分量。
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§16.7 The Gradient Projection Method
‚ Cauchy point computation
接下來我們推導將最速下降方向投影到可行區域上所得到的分段

線性路徑的明確表達式，並概述沿該路徑的第一個局部最小值 q
的搜索過程。

將點 x “投影” 到可行區域 (44b) 之投影點（在此投影點是指可
行區域中離 x 最近的點）的第 i 個分量為

P(x, ℓ, u)i =

$

&

%

ℓi if xi ă ℓi ,
xi if xi P [ℓi, ui] ,
ui if xi ą ui .

(45)

由 x 點出發沿著在 x 點的最速下降方向 ´g 延伸的射線投影到可
行區域 (44b) 上得到的分段線性路徑 x(t) 可以表示為：

x(t) = P(x ´ tg, ℓ, u) t ě 0, (46)
其中 g = Gx + c。參見圖 4。
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§16.7 The Gradient Projection Method

Figure 4: The piecewise-linear path x(t), for an example in R3.
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§16.7 The Gradient Projection Method
Cauchy point xc 定義為單變數分段二次函數 q(x(t)) 在 t 從零開
始遞增後所遭遇的第一個局部極小值。這個極小值可以通過檢查

構成 x(t) 的每個線段來獲得。為了進行搜尋這個極小值，我們
需要先確定在 x(t) 中出現的拐點或斷點的 t 值。我們首先確定
每個分量沿所選方向 ´g。這些值 st i 由以下的公式給出：

st i =

$

’

&

’

%

(xi ´ ui)/gi if gi ă 0 and ui ă +8,

(ℓi ´ xi)/gi if gi ą 0 and ℓi ą ´8,

8 otherwise.
(47)

因此，對於任何 t，x(t) 的分量如下所示：

xi(t) =
#

xi ´ tgi if t ď st i ,

xi ´ st i gi otherwise .
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§16.7 The Gradient Projection Method
為了找到函數 q在 x(t) = P(x´tg, ℓ, u)之函數值在 t從零開始遞
增所遭遇的第一個局部最小值，我們先消除集合

␣

st1,st2, ¨ ¨ ¨ ,stn
(

中的重複值和零值，以獲得重新排序（及編號）後的簡化斷點

集 tt1, t2, ¨ ¨ ¨ , tℓu，其中 0 ă t1 ă t2 ă ¨ ¨ ¨ ă tℓ。接下來我們依次
檢查區間 [0, t1]、[t1, t2]、[t2, t3]、¨ ¨ ¨。假設我們已經檢查了 tj´1

並且還沒有找到局部最小值。對於區間 [tj´1, tj ]，我們有：

x(t) = x(tj´1) + (∆t)p j´1,

在此

∆t = t ´ tj´1 P [0, tj ´ tj´1],

且

p j´1
i =

#

´gi if tj´1 ă st i,

0 otherwise.
(48)
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§16.7 The Gradient Projection Method
然後，我們可以將在線段 [x(tj´1), x(tj)] 上的二次函數 (44a) 寫
成如下形式：

q(x(t)) = cT[x(tj´1) + (∆t)p j´1
]

+
1

2

[
x(tj´1) + (∆t)p j´1

]TG
[
x(tj´1) + (∆t)p j´1

]
.

展開上式並將係數依 order 為 1、∆t 和 (∆t)2 分組後，我們發現

q(x(t)) = fj´1 + f 1
j´1∆t + 1

2
f 2
j´1(∆t)2, ∆t P [0, tj ´ tj´1], (49)

其中係數的定義為

fj´1 ” cTx(tj´1) +
1

2
x(tj´1)

TGx(tj´1),

f 1
j´1 ” cTp j´1 + x(tj´1)

TGp j´1,

f 2
j´1 ” (p j´1)TGp j´1.
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§16.7 The Gradient Projection Method
將 (49)對 ∆t微分並設為零，我們得到 q ˝ x在 ∆t˚ = ´f 1

j´1/f 2
j´1

處導數為零。可能有以下幾種情況：

1 如果 f 1
j´1 ą 0，則 q ˝ x 在 tj´1 處導數為正，因而在 t = tj´1

處存在 q(x(t)) 的局部最小值；否則
2 如果 f 1

j´1 ď 0 且 ∆t˚ P [0, tj ´ tj´1)，則必有 f 2
j´1 ą 0 因而 f

在 t = tj´1 +∆t˚ 處取到局部最小值；

3 在其他所有情況下，我們移動到下一個區間 [tj, tj+1] 並繼續

搜索。

對於下一個搜索區間，我們需要根據 (48) 計算新方向 p j，並使

用這個新值計算 fj、f 1
j 以及 f 2

j 。由於 p j 通常只在一個分量上與

p j´1 有所不同，因此可以通過更新這些係數而不是從頭計算來

節省計算量。
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§16.7 The Gradient Projection Method
‚ Subspace minimization
在計算了 Cauchy point xc 之後，其分量與該分量之上界或下界

是否相等定義了 active set
A(xc) =

␣

i
ˇ

ˇ xc
i = ℓi or xc

i = ui
(

.

在梯度投影迭代的第二階段，我們將對於 i P A(xc) 的 xi 固定為

值 xc
i 並解以下的 QP 子問題：

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (50a)

subject to
xi = xc

i , i P A(xc), (50b)
ℓi ď xi ď ui, i R A(xc). (50c)

注意到精確解決以上子問題是不可取的，尤其在問題規模大的情

況下此子問題可能幾乎與原問題 (44) 一樣困難。

min
x

q(x) = 1

2
xTGx + xTc (50a)

subject to xi = xc
i , i P A(xc), (50b)

ℓi ď xi ď ui, i R A(xc). (50c)
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§16.7 The Gradient Projection Method
事實上，為了獲得梯度投影過程的全域收斂，我們只需要 (50)
的近似解 x+ 是可行的且在該點的目標函數值不比在 xc 的值更

差（也就是 q(x+) ď q(xc)）即可。一種介於選擇 x+ = xc 作

為近似解和精確解決之間的策略是通過使用 Algorithm 16.1 或
Algorithm 16.2 中描述的 CG 迭代計算 (50) 的近似解。

注意，對於等式限制 (50b)，Jacobian A 和 null-space 基底矩陣
Z 有特別簡單的形式。因此，我們可以將 CG 應用於問題 (50a)、
(50b)，並在遇到界限 ℓ ď x ď u 時立即終止。

或者，我們可以繼續迭代，暫時忽略邊界，並將解投影回 box
constraint 上。負曲率的情況可以像 Algorithm 7.2 中一樣處理，
該算法是用於近似解可能是不定的 trust-region 子問題的無限制
優化方法。
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§16.7 The Gradient Projection Method
我們對二次規劃的梯度投影算法進行總結如下：

Algorithm 16.5 (Gradient Projection Method for QP).
Compute a feasible starting point x0;
for k = 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨

if x k satisfies the KKT conditions for (44)
stop with solution x˚ = x k;

Set x = x k and find the Cauchy point xc;
Find an approximate solution x+ of (50) such that q(x+) ď

q(xc) and x+ is feasible;
x k+1 Ð x+;

end (for)
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§16.7 The Gradient Projection Method
如果由演算法得到近似解 x˚ 且在該點上所有活動邊界相關的

拉格朗日乘子都不為零（也就是，嚴格互補性成立），那麼對於

所有充分大的 k 來說梯度投影法生成的 active set A(xc) 將等於

最佳的 active set。也就是說，在連續的迭代中，限制式的 index
不會重複進入和離開 active set。當問題是 degenerate 的時候，
active set 可能無法達到其最佳值。有很多種方法已被提出來防
止這種不良行為發生。
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§16.7 The Gradient Projection Method
儘管梯度投影法原則上可以應用於具有一般線性限制式的問題，

但在這些情況下，可能需要進行大量計算來將投影進行到可行集

合上。例如，如果限制集被定義為 aT
i x ě bi, i P I，我們必須解

決以下凸二次規劃問題來計算給定點 sx 在這個集合上的投影：

max
x

}x ´ sx}2 subject to aT
i x ě bi @ i P I .

解決這個 “投影子問題” 的成本可能接近解決原始二次規劃的成
本，因此通常不會將梯度投影應用於這種情況。
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當我們使用對偶性來用對偶替換一個嚴格凸二次規劃時（請參

見第 12 章的最後一個例子），梯度投影法可能在解決 bound
constrained 的對偶問題時很有用，該問題以 Lagrange 乘子 λ 表

述如下：

max
λ

rq(λ) = ´
1

2
(ATλ ´ c)TG´1(ATλ ´ c)T+ bTλ

subject to λ ě 0 .

（注意，對偶問題通常被寫作一個最大化問題；我們可以等價地

最小化 ´rq(λ)，並注意到這個轉換後的問題也是凸 QP。）當 G
具有如對角矩陣或分塊對角矩陣的簡單形式時，改用對偶替換的

方法是最有用的。
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§16.8 Perspectives and Software
在 [149] 中報告的凸 QP 的 active-set 方法和內點法的數值比
較表明，內點法通常在大型問題上要快得多。然而，如果需要

warm start，則 active-set 方法可能通常更可取。儘管已經有相當
多的研究集中在改善內點方法的 warm start 能力上，但這些技術
的全部潛力現在（成書時間 2006）還不清楚。

在本章中到目前為止的討論，我們都假設所有具等式限制的二次

規劃都有線性獨立的限制，亦即 m ˆ n constraint Jacobian 矩陣
A 有滿秩 m。對於未知是否有冗餘限制的情況，可以通過 AT 的

奇異值分解 (SVD) 或 rank-revealing QR 分解來檢測，然後從問
題中刪除它們。當 A 較大時，可以將稀疏高斯消去技術應用於
AT，但它們的可靠性較低。
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我們也尚未考慮在 Hessian 矩陣 G 是不定的情況下的 active-set
方法，因為這些方法很難描述，且如何適應維度大的情況尚不清

楚。在這裡，我們對主要技術進行一些評論。

對於凸 QP 的 active-set 方法，Algorithm 16.3 可以通過在某些
情況下修改搜索方向和步長的計算來適應 G 是不定的情況。
為了解釋修改的必要性，我們考慮通過 null-space 方法計算步
長；也就是說，p = ZpZ，其中 pZ 由 (43) 式給出。如果 reduced
Hessian Z TGZ 是正定的，那麼步進量 p 指向子問題 (31) 的最
小值，迭代的邏輯不需要改變。然而，如果 Z TGZ 有負特徵值，
那麼 p 只指向 (31) 的一個鞍點，因此不總是適合作為一步。相
反，我們尋找一個替代方向 sZ，它是 Z TGZ 的負曲率方向。如
此一來我們有

q(x + αZsZ) Ñ ´8 as α Ñ 8. (51)
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此外，如果必要的話，我們可以改變 sZ 的正負號以確保 ZsZ 是

在當前點 x對函數 q的非上升方向；也就是說，∇q(x)TZsZ ď 0。

通過沿著方向 ZsZ 移動，我們將找到一個可以添加到下一次迭

代的工作集的限制（如果我們找不到這樣的限制式，則問題是

無界的）。如果新工作集的 reduced Hessian 不是正定的，我們將
重複此過程，直到添加了足夠多的限制，使 reduced Hessian 變
為正定。然而，這種通用方法的一個困難之處在於，如果允許

reduced Hessian 具有多個負特徵值，那麼當從一個工作集變為下
一個工作集而導致 reduced Hessian 有所變化的情況，會使得這
些方法很難高效。
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